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1Si fix)=x>-5x+3 y g(x) = x2, obtén las expresiones de f [g®)] y glfW)].

Halla f[g(®)] y glf4)].

Fle@]=flx?] =x—5x2+3

glfW] =glx?=5x+3] = (x2 = 5%+ 3)% = x* = 10x3 + 31x2 = 30x + 9
Flg@]1=179 g[f@)] =1

2 Si f(x) = Jx y g(x) = x+ 4, obtén las expresiones de fog, gof, fofy gog
Halla el valor de estas funcionesen x=0 y x=5.
fogl) =flx+4) = Vx+4
gof () = g(Vx)=Vx + 4
Fofe) = )= =4
gogW) =glx+4)=x+d+4=x+8
fog0) =4 =2 fog5)=5+4=3

g°f(0)=4 gof5)=45+4
fof0)=0 fof6) =45
g°2(0)=8 g°g(5) =13
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1 ;Verdadero o falso?

a) La funcién reciprocade y=x es y=

es reciproca de si misma.

b) Cada una de las funciones y=x, y=

R [ ] [

¢ Lainversade y = 2, x€[3,9] es y= 2, x € [1, 3].
x x
d) Si una funcidn es creciente, su reciproca es decreciente.

a) Falso. Las graficas de esas funciones no son simétricas respecto de la bisectriz del primer cuadrante,
puesto que una es recta y la otra es curva.

b) Verdadero. Si f(x) = x y calculamos fo f(x) = f[f(x)] = f(x) = x, vemos que f es reciproca de si

misma.

1

L y calculamos go g(x) =g [g(x)] = ¢ (?>=1—/x = X, vemos que g es

Andlogamente, si g(x) =
reciproca de si misma.

¢) Verdadero. Podemos comprobarlo en el grifico. La grifica verde es simétrica, respecto de la bisectriz
del primer cuadrante, de la gréfica roja.

d) Falso. Por ejemplo, la reciproca de la funcién f(x) = x2, x>0, esla funcién f(x) = yx, x>0, y
ambas son crecientes.

2 Representa y=2x, y= % y comprueba que son inversas.

Y =12x]

;
.
P
.
;
.
.
7 X
7
;
.

3 Comprueba que hay que descomponer y = x? — 1 en dos ramas para hallar sus inversas. Averigua

cudles son.
Q) y=x2—1si x>0 b)y=x2-1si x<0
y'1=«/x+l )/'1=—«/x+1
Y L’ Y|
| ‘ \
A= 1] \
/ T \y =1 .
ly=x
FTT T \
L’ X
X
- = —Yx+ 1
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4 Comprueba que la funcién reciprocade y=2x+4 es y= %x -2.

Llamemos f(x) =2x+4 y g(x) = % x—2
fog) =flgk)] =f<%X—2>=2<%x—2>+4=x
g f@=glfe) -gx+ 4 =L Qvsd)-2-x
Luego g=f-\.
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5 Halla la expresi6n analitica de la funcién inversa de:

Q) fl0) = £33, xe 3, 13] b)g@ = 255, xel-7,14]

x—5 _)’_5
)

a) ys= — y=2x+5

fB)=352 =15 fuz) = 323 4

Por tanto, f1(x) =2x+5, xe€ [-1, 4]

2-
b)y= 2;96 - x=T}/ — y=2-3x

_2-(=7) .. _2-14 _
g7 = 5 =3 g(14) = 2508 = 4

Por tanto, g‘l(x) =2-3x, x€ [-4, 3]

6 La funcién y=x* - 2x tiene dos ramas: una decreciente para x < 1, y otra creciente para x 2 1.

Exprésala como dos funciones f;(x) y f,(x) y halla la funcién inversa de cada una de ellas.
y=f)=x-2x x<1

1)=5(1) =-1
y:fz(x)=x2—2x, x21 AW =10

Ahora calculamos sus inversas:

21«/§+4x= 2122«/1+x =li"/m

y=x2—2x - x=y2—2y - )/2—2y—x=0 — y=
Por tanto:
e Lainversa de y:ﬁ(x)=x2—2x, x<les y=1-yl+x, x2-1

e Lainversade y=f(x) =x2—2x, x>1 es y=1+Jl+x, x>-1
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1 La masa de madera de un bosque aumenta en un 40 % cada 100 afnos. Si tomamos como unidad
de masa vegetal (biomasa) la que habia en el afio 1800, que consideramos instante de partida, y
como unidad de tiempo 100 afios, la funcién M = 1,4’ nos da la cantidad de masa vegetal, M, en
un instante cualquiera, #, expresado en siglos a partir de 1800 (razona por qué).

a) Averigua cudndo habrd una masa de madera triple que en 1800 (1,4’ = 3) y cudndo habia la
tercera parte. Observa que los dos periodos de tiempo son iguales.

b) Calcula la cantidad de madera que habrd, o habia, en 1900, 1990, 2000, 1600 y 1550.
M=14"

a) * Buscamos el valor de # parael cual 1,4’ = 3:

1,4'=3 5> n(1,4)'=n(3) = tln(1,4)=ln(3) = t= [[;1134 = 3,27
nli,

Cuando pasen 3,27 - 100 = 327 afios, se habrd triplicado la masa de madera. Esto es, en el afo
1800 + 327 = 2127.

* Buscamos el valor de # parael cual 1,4’ = % =37L

1472371 S ln (LAY = ln 3)) = tln (1,4) =—In (3) — t=— /”134 ~ 327
nli,

Hace 3,27 - 100 = 327 anos, habia la tercera parte de masa de madera. Esto es, en el ano
1800 — 327 = 1473.

b) 1900 — =1 - M=14'=14

1990 — = 1990=1800 _ 49 _y 4/ 1419.1,90
100

2000 — 7= w 2 — M=14%-1,96

1600 — = 1600=1800 _ 5 _o Ar_4-2.05]
100

1550 — = 15501% =25 = M=1,425~043

& Comprueba que, en el ejemplo anterior referente a la desintegracién de una cierta sustancia ra-
diactiva, M =m - 0,76’ (¢ expresado en miles de afios), el periodo de semidesintegracién (tiempo
que tarda en reducirse a la mitad la sustancia radiactiva) es de, aproximadamente, 2500 afos.

Para ello, comprueba que una cantidad inicial cualquiera se reduce a la mitad (aproximadamente)
al cabo de 2500 anos (z = 2,5).

M=m.0,76"
Sit=0 > M=m-0,76%=m

Si t=0,25 > M=m - 0,762’5zm‘0,5=%

La cantidad inicial se ha reducido (aproximadamente) a la mitad en 2500 afos.
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1 ;Verdadero o falso?
La funcién reciprocade y=2% x>0 es y=log, x, x> 1.
Falso. La funcién reciprocade y=2% x>0 es y=log, x, x> 0.
2 Halla la funcién reciproca de:
y =log, x, x<[8,32]

La funcidn reciproca es y=2% xe [3,5].
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1. Composicién de funciones
Hazlo ti. Halla fog y gof siendo f(x) =3x*>-5 y g(x) = 2x—1.

Fog) =flg@) = F2x—1)=3(y2x 1) =5 =3(2x 1) =5 = 6x-8

o) =g [f®] = g(Bx2=5) = y2(3x2 = 5)— 1 =46x2 11

&. Reconocer funciones compuestas
Hazlo tu. A partir de las funciones f; g, » aqui definidas, obtén:

flx)=1+2% g(x)=m b(x):ﬁ
a) g(x) = (14292 +1

_ 1
b)r(x) = x*+1
) (%) = (gof) () = gl f()] = g(1 + 29 = (14292 +1
b) () = (ho g) () = hlg()] = A2 +1)=—L -1

x2+1> x“+1

3. Funcién inversa de otra
Hazlo tu. Obtén la funcién inversa de:
a) p(x) = 3*~2 b) g(x) = log, (x + 1) O rix) = —2

x+4

a)y=3x_2 - x=3"2 5 logyx=y—2 — y=2+log3x —)p'l(x)=2+log3x

b)y=logy (x+1) = x=logy y+1) = 2¥=y+1 = y=2"-1 > q‘l (x) =2¥—1

.2 __2 _2 _2 -1 () = 2—4x
C)y—x+4—>x-y+4—>_y+4 x—)y . 4 > 77 (%) .
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4. Graficas de funciones exponenciales y logaritmicas

Hazlo tu. Representa:

a)y=2"-1 b)_y=2"+3 ©) y=log, (x-2) d) y = log, (—x)
a) Se obtiene desplazando y = 2* una unidad hacia abajo.

Y]
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b) Se obtiene desplazando y = 2* tres unidades hacia la izquierda.

Y

BN

5N

c) Se obtiene trasladando la funcién y = log, x dos unidades a la izquierda.

Y

B

~
9

B

d) Es la simétrica de la funcién y = log, x respecto del eje Y.

Y

B

2

B

6. Funcion logaritmica

Hazlo tu. Halla @ y b para que la gréfica de la funcién y=-2 + log, (x + a) pase por (1,0)y (-1,-1).
e Pasapor (1,0) = 0=-2+log,(1+a) = log,(1+a)=2 = 1+a=5b?

e Pasapor(-1,-1) = -1=-2+log, (-1 +a) = log,(-1+a)=1 > -1+a=0b

Resolvemos el sistema:

a=b*-1

} S b2 1=b+1 > b2>—b-2=0 > b=-1, b=2
a=b+1

El resultado & =—1 no tiene sentido porque la base de un logaritmo no puede ser negativa.

Si 6=2 — a4=3 — lLatunciénes y=-2+ log, (x+ 3).
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7. Grados y radianes
Hazlo tu.
a) Expresa en radianes 150°, 180° y 240°.

b) Expresa en grados 3771 rady 577: rad.

o _ . o _ £ :5_7-5
a) 150°=5-30°=5 6rad C rad

180° = «t rad
©.8.30°28. T rad = 4T
240°=8-30°=8 c rad 3 rad

3 d-3 .180° = 270°
b) 3 rad = 3 180° =270
S5m _ 5 o o
va rad = T 180° = 225

8. Funcion seno
Hazlo tu. Representa la funcién:
y=2senx
Esta es la gréfica de la funcién seno estirada al doble en el sentido vertical.

2

-2

9. Funcidén coseno

Hazlo tu. Representa la funcién:
= _n
y = sen < 2)
Esta es la gréfica de la funcién seno desplazada % unidades a la derecha.

2

2
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Funcién inversa

Esta es la grdfica de la funcion f(x) =2 -x?, x< 0
a) Dar su dominio de definicion y su recorrido. X
b) Representar su funcion inversa.
¢) Hallar la expresion analitica de f(x).
a) Dominio de f'= (=, 0]

Recorrido de f'= (—o0, 2]
b) Y

.
’
2
’

v

S Z NP

NN

Qy=2-x2 > x=2-92 5> y2=2-x > y=+{2-x
Fl)=—y2-x, x<2

Interés compuesto
Depositamos en un banco 5000 € al 4,8 % anual con pago trimestral de intereses.
a) ;Cudl serd el capital acumulado al cabo de 3 aios?

b) Escribir la funcién que nos dice en cudnto se transforma ese capital al cabo de t anios.

48 . 438
100 7 400

Como 3 afios son 12 trimestres, Cg,,1 = 5000 - 1,012'%2 =5769,50 €
b) Como ¢ anos tienen 4# trimestres, la funcién que nos da el capital final es:
A®) =1000 - 1,012% = 1000 - (1,012%7 = 1000 - 1,049

a) i= = 0,012 — Indice de variacién trimestral = 1 + 0,012 = 1,012

Depreciacion
Una mdquina que costé 20000 € se deprecia a un ritmo del 10 % anual.
a) ;Cudl serd su valor dentro de 4 anios?
b) ;Cudntos anos tienen que pasar para que su valor sea de 12000 €?

¢) Escribir la funcién que da el niimero de aiios que deben pasar para llegar a un valor x.

a) El indice de variacién de una depreciacion del 10% es 1 — % =0,9.

Al cabo de 4 afios el valor serd 5000 - 0,9% = 3280,50 €.
b) La funcién que nos da el valor depreciado es f{z) = 5000 - 0,9".

Ahora resolvemos la ecuacidn:
log 0,6
log 0,9

12000 = 20000 - 0,9° —> ;(2)888 =0,9" = 0,6=0,9° = log0,6=tlog 0,9 — =

Por tanto, tienen que pasar 5 afos.

= 4,85

X
g log x — log 20000
~ 20000 - 0,9° X___09 X~ tlog 0, K
9 ¥=20000-0.97 = S5o55 = 0.9 = leg 550055 =1 g 0.9 = 1= —p 05 2 log 0,9
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4. Funcidn logistica

La funcién
__ 12000
F = 4 499(1,09)

da las ventas totales de un videojuego x dias después de su lanzamiento. ;En qué dia se llegé a 6000
juegos vendidos?

Tenemos que hallar el valor de x tal que:

12 000 12 000 _ _ 1 _
— e = 0 — =1 +499(1,09 — 2-1=499(1,09 - —— =1,09"%
14499 (1,09 Goop ~ |+ 4990109 (L0 = Zg9

Tomando logaritmos y despejando:

log 499

w=x —> X=72d1’as
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Para practicar

M Composicién de funciones
1 Dadas las funciones f(x) = x+ 3 y g(x) = 242, halla:
a) flg(2)] b) g[f(-4)] ) flg)] d) g[f(x)]
a) flg@)]=f2-2)=f(8)=8+3=11
b) glf (4] =g(-4+3)=g(-1)=2-(-1)*=2
o) flg@] = f(2x?) =2x% + 3
d) g[f()] =gl +3) =2(x+3)>=2x% + 12x + 18

2 Considera las funciones fy g definidas por f(x) =x?+1 y g(x) = % Calcula:
a) (fog) (2) b) (g f) (-3) ) (gog) @) d) (fog) &)
2
D (0 @ =fle@) = £(1)-(L) +1-3

b) (gof) (3) = g[f(-3)] = ¢[(-3)* + 1] = ¢ (10) = %

O (gog) () = glg ()] = f(%)—i Ly

1
X

B (foq) (¥ =f[g(x)]=f<%>=<%)2+1= 142

x2
3 Si f(x) =2x+3 y g(x) = x> — 2x, obtén la expresién de las siguientes funciones:
a) fog bjgof ofef dgog
a) fog() =flg@] = f(x? = 2x) = 2(x? = 2x) + 3= 2x2 —4x + 3
b)go f(x) = g[2x + 3] = 2x + 3)> = 2(2x + 3) = 4x? + 8x + 3
Q) fof()=f(2x+3)=2(2x+3)+3=4x+9

d) gog(x) = g(x? = 2x) = (x2 — 2%)? = 2(x? - 2x) = x4 —4x3 + 22 + 4ix
4 Dadas las funciones f(x) =3x+2 y g(x) = yx, halla:

a) (fog) &) b) (g f) (x) ©) (gog) (x)

2) (for) @) =flg@] = f(Vx) =34x +2

b) (g2 f) () = g f()] = gBx + 2) = YBx+2

o) (gog) () = glg(] = g(Vx) =i =4
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5 Dadas las funciones

fl) =x?+1 g(x)=% h(x) = yx-3
obtén las expresiones de:
a) fog bgof o) foh
d)goh e hof f)hog
Halla, si es posible, el valor de las funciones obtenidasen x=5 yen x=0.
o _ (-3 \ [ 3 )2 9 _x?—4x+13
o o560 = s =/ (2= 25) 1 2
52-4.5+13
og(5) = 2 =42+15 5
e
0°-4-0+13 _13
og(0)= V- —4-0+15 15
feg- Ch0e13 L
b) go () = g[£(9] = gl? + 1) = 2 =2
Hl-2 x*-1

of(5)=—o -1
€051

o -3 __
£ 02-1 )

O) f o hx) = b)) = F({x=3)= (¥ =3) +1=x-2
foh(5)=5-2=3
Foh0)=0-2=--2

d) go hlx) = ¢[h(x)] = ¢ (Wx — -3
)2 ) = bt =g =)= —2—

3 3
$B-3-2 2-2

2°h(0) no existe.

g0 h(5) =

&) hof()=h[f)] =h(x2+1) = x> +1-3=yx2 -2

hof(5)=452-2={23
ho f(0) no existe.

£) hoglx) = hlgl)] =h<x32>=\/?=\/_3i7+29

h o g(5) no existe.
hog(0) no existe.

6 Con las funciones f(x) = Lz y g&) = x— 2, hemos obtenido por composicién las funciones
x

Ppx) = 1 y q(x) = 1 _ 2. Indica cual de estas expresiones corresponde a fo g ycudla gof.
(x—2)? x*
(fog) @) =fle@) =flx-2) = —1 = =p(

(x-2)%

(gof) (9 = gl )] - g(ﬁ)ﬁ ~2=4(
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7 Explica c6mo a partir de las funciones

f@=27" g@=x+2 b= 1o

se pueden obtener estas otras:

a) m(x)=2\s’;+l b)n(x):«/F+2 C)P(x)=\/z+2
4—x

=2%7? -1 1

d)gx) =2 e) r(x) el f) s(x) 0

a) m(x) = f o glx) = flg(x)] =f(&+2)=2&+2_1 _olx+l
b) n(x) = go F(x) = g[f )] = g2~ 1) = 25142

O p) = g0 h() = glh ()] :g<%>: .,

-3 x—-3
1, hex
d) () = f o h(x) = FIh ()] =f<i)= 2% ¥ ?
e o) o ) oy 11
e) 7(x) = hoglx) = hlg)] = h (x+2) i1 3 ol
£ —hogof(x)=ho —hog(2¥ )= h (25 T42)= 1 -1
) s(x) g°f(x) glf )] g2 ) =h( )«/F+2—3 i

8 Considera estas funciones:

f@=x-5 g@={ h@=—L

x+2

Explica cémo, a partir de f; g y b, se pueden obtener, por composicién, p,q y r:

— _5. = -5 = 1
p(x) = Vx=5;5 q(x) = \x =55 r(x) Toe2

(g°f) @) =gl fW)] = glx=5) = x—5 = p(x)
(fog) @ =flg@] = f(x) = Vx =5 =g

(hog) () = hlg)] = b(&)=ﬁ = ()

M Funcidn inversa de otra

9 Dada f(x) =1 + Jx, halla f~! (x). Representa fy f~! y comprueba su simetria respecto de
y=x.

y=1+«/§ —>x=1+6 - (x—l)zzy —>f_1(x)=(x—1)2

Y Ml 12/ x> 1.7
i /
- ) T ~
5 y=T+N
X
4
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10 Halla la funcién inversa de las siguientes funciones:

a)y=3x-2 b)y=%
Oy=42x+1 d)y=1+2*
e y=2+logzx fly=4-x2 x20

x+2

A)y=3x-2 > x=3y-2 = y=

b)y= x;3 - x=¥ — y=2x-3

2
O y=42x+1 — x=2y+1 —>}/=%

dy=1+2" > x=1+2 = y=log(x-1)
e) y=2+logzx — x=2+ logzy — y=3*"2
f)y=4-x% x>0 > x=4-9y> - y=Vd—x, x<4

11 Representa grificamente la funcién inversa en cada caso:

T

Hacemos una simetria respecto de la bisectriz del primer cuadrante para dibujar la funcién inversa.

a) Y - b) \[ Y K <) Y[ ]
a4 . 4 o 4 ,
/
2 2 \ o) L
\ L | —
N
4| 2 4 | X 4| D2 . ) 4 | X 4 D 4 | X
2 o) o}
T—

12 Comprueba si cada par de funciones son una inversa de la otra. Para ello calcula fo f~! o bien

flof:
@)= Lo 1w = L2

b) f(x) = V2x +3; f_l(x) x2+2

oflx)=1+ log2 f‘l(x) 3.2x-1

D+ 0 =fr = f(L-2)- L

= —-2+2
X
2
bf e f0) = LFW] = f (2w )= WE D02 2ee5

En este caso no es verdad que las funciones sean reciprocas. ! es incorrecta.

C)f° f—l(x) =f[f—1(x)] =f<1+[0g2%>=3_21+log2[(x/3)—1] =3_210g2(x/3) =3.% _x

3
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13 Considera la funcién y= yx+2, x€[-2,7].
a) ;Cudl es su recorrido?

b) Obtén su funcién inversa y determina el dominio de definicién y el recorrido de esta.

a) Como la funcién es creciente, calculamos los valores en los extremos del intervalo.
x=-2 — y= V-2+2=0
x=7 = y= J7+2=3
El recorrido es el intervalo [0, 3].

b)y=Vx+2 = x=yy+2 > y=x2-2, xe [0, 3] es la funcién inversa.

Su dominio es el intervalo [0, 3] y el recorrido es el intervalo [-2, 7].

M Funciones exponenciales y logaritmicas

14 Representa estas funciones a partir de la grifica de y = 2*:

a)y=2’“2 b)y=2x_3 c)y=2x/2

x+3
d)f(%) & y=1-2 f)y=2%-*

a) Es la grafica de la funcién y = 2* desplazada dos unidades a la izquierda.

i

1X

b) Es la grafica de la funcién y=2* desplazada tres unidades hacia abajo.

Y|

piast

_—/

¢) Es la grafica de la funcién y =2 estirada al doble en el sentido horizontal.

Y

2

/
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d) Es la simétrica respecto al eje ¥ de la grdfica de la funcién y = 2%, y desplazada tres unidades a la
izquierda.

e) Es la simétrica respecto al eje X de la grifica de la funcién y = 2%, y desplazada una unidad hacia
arriba.

\

f) Es la simétrica respecto al eje Y de la gréfica de la funcién y = 2%, y desplazada dos unidades hacia
la derecha.

Y

S

15 Representa las siguientes funciones a partir de la grifica de y = log, x:
a)y=1+log, x
b)y = log, (x—1)

oy=2-log, x
d) y = log, (—x)
a) V% b) Y
1
R yelwlogx | | 4= . T J|=lag, =1
J - ==
- ‘__’0 /// e l////
: .- J|=log, X
_ . X 1 4 )
L 'o'l 2 3 4 6 5
NIA [
2
p — 7= lag, be—=1D
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C) Y\
3 -
N L Ladeese
I NP il 2
'!' T~ X
" —
N 2 3 4 [ 5 T—6—vr__
o} "
314 =2—tag;
d) Y x=1
—_— y|= lag, (%) R )= log, Lk
\\\\ ----___ ~d=
\ “‘—’ X
- -3 -4 | - - - e il 3 4 ) 6
.
=41

16 Con ayuda de la calculadora, representa estas funciones:

a)y=3.0,8"
b)y=(1/2) - 1,8
©) y=In(2x)
dy=hx+1)
a) \\\ Y b) Y]
o) N o)
~ A
X — X
C) Y] d) Y]
///, — —
// ) X ) X
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17 Asocia a cada una de las siguientes expresiones la grifica que le corresponde:

aA)y=hx b)y=21-* oy=e*
d)y = —log, x e) y=—(1/2)* f)y = log, (x + 3)
® @ @
Y Y Y —
4 et 5
o) 2 4
\ B [ L
4
X e 4

2}

L %@
%@ ~
©)

~——

a) >V b)) =1V o=>VI d —>1 e =1 f) —III

18 Comprueba que las grificasde y=3" e y= (%) son simétricas respecto al eje OY.

Y

. /
/

@P»

[y
o
S
.
.
-
14
T
-
-~
-~
~

Y
y=5*
X -2 -1 0 1 2 4
3x 1/9 | 1/3 1 3 9
o@D 2 };:logﬁ’____
b ¢ 1/9 | 1/3 1 3 I S A O I L—] ¥
logsx| -2 | -1 0 1 2 —+# -2 p. 7 4
A
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logaritmicas y trigonométricas

20 ;Cudl es el dominio de y = log, (2 — x)? Represéntala.

2-x>0 — Dom = (—o0,2)

Y|
\\ 5
2 X
M Funciones trigonométricas
21 Representa estas funciones:
a)y=1+senx
b) y = —cos x
a)
/ \ / N\ /
/ \ / \ /
-2 -3m/2| —m | -m/2 W2 n |3m/2| 2n
b)
/ N\ / \
-2 -ym/2| -n | -7 /2| m |3m 2n
/ \ / \

22 Asocia a cada una de las siguientes funciones, la grifica que le corresponde:

a) y = cos 2x b) y = —sen x c) y=2senx d)y=1+cosx

®
NIVE. E. A

R
M2/ | 2

S
el
Es
N
Z

S

a) — () d) - @
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Para resolver

23 Halla la funcién inversa de las siguientes funciones y di, en cada caso, su dominio de definicién:

-3 -1 “1+2
a)ys= ) b)y—m 0y 1+x
d)y=Vx*+4, x20 e y=2x>-1 f)y=x2-4, x<0

__3 __3 _3 3
a)}/—x+2 —)x_)/+2 —>y+2_x—>y . 2

Por tanto, f~'(x) = 3 _ 2, x=0
X

b)y= - - y-3== > y=—+3

x—3 Jy-3 x? x?
Por tanto, f7'(x) = % +3, x=0
X

C)}/=1+%—>x=1+%—>x_1:

2
J

Por tanto, f~'(x) = 21 , x= 1
x_

dy=vx?+4 = x=4y?+4 - x?=y2+4 - y=2yx?—4
Por tanto, f_l(x) —yx*—4, x>2

y=2x3-1 > x=2>-1 - x+1=2y° %y:aﬂ

2
1 _ 3/x+1
Por tanto, f~(x) = 4/ 3 , xe R
fy=x?-4 - x=92—4 > x+4=92 > y=1x+4

Por tanto, f'(x) = —yx +4, x> —4

24 Representa y halla la funcién inversa en cada caso.
a)y=3+2*"1
b)y=0,2.23-*
Oy= 1,8 . 5%2«
d)y=1+log, (x+4)
e)y=ln(3x+2)
f)y=2,5-e'°"/2
A)y=3+2"1 5 x=34+2"1 5 x-3=2"1 5 y=lopg, (x-3) +1
f‘l(x)zlogz (x=3)+1

I e L
R
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b)y=02.22"* - x=02.2577 > %:2“] — y=3-log, (5%) fe\ Y]
f_l(x) =3 —log, (5x) =3 — log, 5 — log, x -
o) .
S
D) X
30
c)y=1,8-50’2x—>x=1,8-50’23’—>%=50’23’—> Yl fwf L
, /o
/.
= Jogs X =0,2y > y=5log. X /A
18T TSy A
f_l(x) = Slogs LLS = 5(logs x — logs 1,8) / e
[
dy=1+lg (x+4) = x=1+log, (y+4) — Y| )
= x—l=log, (y+4) — y=2""1_4 I’__
5 (x)
f‘l(x)=2x_1—4 LT'/ Jx
< -
e y=mBx+2) > x=mh@By+2) - *=3y+2 —>y=€xT_2 YI e L
1y €5 =2 / : o
frW=" /1
&
il X
f)y=2,5-e_x/2 — x=25.¢72 > 2”65 N y=—21n<2”65> fx)\\Y
10 _ x \__ _ \ "'
f(x) =2/ (2’5>— 2(lnx—In2,5) 2\\ N
N
2 X
a2l
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25 La gréfica de una funcién exponencial del tipo y = ka* pasa por los puntos (0; 0,5) y (15 1,7).
Calcula £ y a, y representa la funcién.

Pasa por el punto (05 0,5) — 0,5=+F- L = k=05

Pasa por el punto (1; 1,7) — 1,7=0,5-2' > a= (l)’z =34

La funciénes y=0,5 - 3,4".

26 Los puntos (15 1,2) y (2; 0,48) pertenecen a la gréifica de la funcién y = £. a*.
a) Calcula £ y a.
b) Halla el valor de x para el cual y=120.

a) Pasa por el punto (15 1,2) = 1,2=Fk-a
Pasa por el punto (2; 0,48) — 0,48 = £ - 4*

0,48 _

Dividiendo la segunda ecuacién entre la primera obtenemos que « = 13
bl

04 y k=3.

La funciénes y =3 - 0,4

b) 120 = 3 - 0,4° — 40 = 0,4 — x= log40 4026
log 0,4

27 La gréfica de la funcién logaritmica y = -2 + log; (x + a) corta a los ejes de coordenadas en los
puntos (0, -2) y (8, 0).

a) Calcula a2 y b.
b) ;Para qué valor de x es y = 3?

a) Pasapor (0,-2) = —2=-2+lg,a — logya=0 — a=1
Pasa por (8,0) — 0=-2+1log,9 — log,9=2 — b=3
Luego y=-2 + logz (x + 1).
b)3=-2+logz; (x+1) = 5=logz (x+1) = x=242
28 Lafuncién y =a + b In x pasa por los puntos (e, 5) y (1/e, -1).
a) Calcula 2 y b.

b) ;Cuél es su funcién inversa?

a) Pasapor (¢,5) = S5=a+blne »> a+b=5

Pasa por (%,—1) - —1:a+bln<%) — a-b=-1

a+b=5 5 b "y
t b1 a=2, =3 = y=2+3nx
b)y=2+3nx > x=2+3lny > xgzzlny%yze(x_zm



Unidad 5. Funciones exponenciales, VAWANTANSAC HILLERATO:

logaritmicas v trigconométricas Matematicas aplicadas a las Ciencias Sociales |

29 La funcién y = %(x —32) convierte grados Fahrenheit en grados centigrados. Halla la funcién
para convertir grados centigrados en grados Fahrenheit.

La funcién pedida es la funcién inversa de la dada.

y=%(x—32) - x=%(y—32) - %x=y—32 —>}/=%x+32

La funcién que convierte grados centigrados en grados Fahrenheit es y = %x +32.

30 Esta grifica representa la variacion de un movimiento que se repite periédicamente.

Y
2

a) Represéntala en el intervalo [0, 10].
b) Calcula £(7), £(10) y f(20).
a) 'y

2

| 2 4 6 8 10 X
b) £(7) = 15 £(10) = 2, £(20) =0

31 Un cultivo de bacterias crece segiin la funcién y=1 + 2¥/10 ( y: miles de bacterias, x: horas).

:Cudntas habia en el momento inicial? ;Y al cabo de 10 horas? ;Cudnto tardardn en duplicarse?

En el momento inicial, x=0 — y=2, habia dos mil bacterias.
Al cabo de 10 horas, x=10 — y=1+ 210710 _ 3 habia tres mil bacterias.

Para que se dupliquen las que habia en el momento inicial debe ser y = 4:

4=142910 5 2¥10_3 5 Jpr 3= % — x=10- log, 3 = 15,85 horas

Pagina 152

32 La concentracién de un firmaco en sangre viene dada por y =100 - (0,94)° (y en mg, ¢ en h).
a) Di cudl es la dosis inicial y la cantidad de ese firmaco que tiene el paciente al cabo de 3 horas.
b) Representa la funcién.

¢) Si queremos que la concentracién no baje de 60 mg, ;al cabo de cudnto tiempo tendremos que
inyectarle de nuevo?

a) Dosis inicial: #=0 — y=100 mg b) CONCENTRACION (mg)
Al cabo de tres horas: 100
=3 — y=100-0,94% = 83,06 mg "
log 0,6 7
Q) 60 =100-0,94" — r= 222 _g96 60
log 0,94 50
40
Habrd que inyectarle al cabo de 8 h 15 min, apro- 30
ximadamente. 20
10

1234567 891011
TIEMPO (horas)
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33 La cantidad de material radiactivo que queda al cabo de ¢ afios en una muestra de 75 gramos,
se puede calcular mediante la ecuacién C(z) = 75(0,62)".

a) ;Cudntos afios tienen que transcurrir para que queden 10 gramos de material radiactivo?

b) Representa la funcién.

10275062 — t=— /2 _42

Deben pasar 4,2 afios.
b) y=75 - 0,62*

CANTIDAD DE MATERIAL RADIACTIVO (g)

70
60
50
40
30
20
10

EEPENERE TIEMPO (afios)

34 Un alumno de un curso de psicologia sabe que el porcentaje de conocimientos que recordara ¢
meses después de acabar el curso, se puede calcular mediante la funcién:

R(?) =94 - 46,8 log (t-1)
a) Calcula el porcentaje que recordard 6 meses después de terminar el curso.

b) Representa la funcién.
a) R(6) =94 —46,8 log5=061,3
Después de 6 meses recordard un 61,3 % de sus conocimientos.

b) PORCENTAJE DE CONOCIMIENTOS

90
80
70
60
50
40
30
20
10

TIEMPO (meses)

1234567891011

35 Sabemos que la presién amosférica varia con la altura. La ecuacién A(x) = 41,97(0,996)* nos da
la altura de una montafa, en kilémetros, si conocemos la presién atmosférica, x, en milibares.

a) Si en la cima del Everest la presion es de 389 milibares, ;cudl es la altura del Everest?

b) ;Cudl serd la presién en la cima de una montaia de 3 500 metros de altura?
a) h(389) = 41,97 - 0,996°® = 8,827
El Everest tiene, aproximadamente, 8 827 m de altura.

b) 3,5 = 41,97 - 0,996 — x = 620 milibares
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36 Lafuncién y=80.2%% nos dala cantidad (en gramos) de estroncio radiactivo en una muestra
de agua en el instante ¢ (en afios).

a) ;:Qué cantidad habr4 al cabo de 10 afios?
b) ;Cudndo la cantidad actual se habra reducido al 50 %?

a)r=10 — y=80.2"%=5¢
Al cabo de 10 afos habrd 5 g de estroncio radiactivo.

b) En el instante actual la muestra tiene 80 g de estroncio radiactivo. Por tanto, para que se reduzca a
la mitad,

40 = 80 - 204 % R P
Deben pasar 2,5 afios.

37 El niimero de ejemplares que se venden de un libro depende del dinero que se dedica a su publi-
cidad. La funcién que da esta relacién es:

y=2+0,5/ (x+1); x en miles de euros, y en miles
a) Calcula cudntos ejemplares se venden si se invierten 20 000 € en publicidad.

b) ;:Cudnto habri que invertir para vender 5000 libros?
a)x=20 = y=2+0,5/21=3,522
Se venderdn 3522 libros.
b)5=2+05h(x+1) = 3=05h(x+1) = 6=In(x+1) = x=e°—1=402,42879

Se deben invertir 402429 €.

38 Un capital de 10000 € se deposita en un banco al 6 % de interés anual con pago mensual de in-
tereses. Escribe la funcién que nos dice en cudnto se transforma ese capital en 7 meses. Calcula
cudnto tarda en duplicarse el capital.

6 _,,; __6

_6 __6 _ fndi . _
100 i, 1200 0,005 — Indice de variacién mensual = 1,005

El capital final al cabo de 7 meses es C(m) = 10000 - 1,005”

i:

log 2

20000 =10000 - 1,005 —» 2 =1,005" —> =—>
> > " log 1,005

= 138,98
Por tanto, deben pasar 139 meses para que el capital inicial se duplique.

39 La poblacién mundial ha crecido de forma exponencial desde 1650. La funcién
P(?) = 0,5 -€%0972¢ ¢ en afios, P(?) en miles de millones, nos da una buena aproximacién de la
poblacién mundial hasta 2015.

a) ;Cudl era la poblacién mundial en 19202

b) Estima la poblacién mundial en 2020, suponiendo que el crecimiento se mantenga estable.

a) El ano 1650 se corresponde con #=0 — Elafio 1920 se corresponde con #= 1920 — 1650 = 270.
P(270) = 0,5 - ¢%0072-270 _ 3 493 miles de millones de personas

b) El afio 2020 se corresponde con #=2020 — 1650 = 370.

La poblacién estimada es P(370) = 0,5 - ¢0:0072-370 _ 7 177 miles de millones de habitantes.
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40 El carbono 14 sirve para calcular la edad de los fésiles y otros objetos. La férmula que se utiliza
es C=Cy-¢* 215730 donde C, es la cantidad de carbono 14 que tenia el f6sil cuando se formé
y C la cantidad que tendrd dentro de ¢ afios.

a) Si en un cierto f6sil C; =500 g, ;cudntos gramos de carbono 14 tendri dentro de 2 000 afos?

b) Se llama periodo de semidesintegracién al tiempo necesario para que la cantidad inicial se
reduzca a la mitad. Calcula el periodo de semidesintegracién del carbono 14.

a) Al cabo de 2000 afos, C =500 - ¢2000 725730 _ 395 6 ¢ de carbono 14.

Cy —t-In2/5730 t-In2/5730 tin2 p
b)T—Co'f — e —2%%—1712%1'—573031105

41 El precio de un automévil deportivo es de 24000 €. Sabemos que se deprecia a un ritmo de un
12 % anual.

a) ;Qué funcién da el valor del coche al cabo de # afos?

b) ;:Cudndo llegara a la mitad del valor inicial?
a) Una depreciacién del 12 % anual se corresponde con un indice de variacién /7=1-0,12 = 0,88.

La funcién que da el valor del coche es V(z) = 24000 - 0,88".

log 0,5

b) 12000 = 24000 - 0,88" — 0,5=0,88" — t= —= """
log 0,88

= 5)42
Deben pasar 5,42 anos para que su valor se reduzca a la mitad.

42 Invertimos 20000 € al 4,8 % anual en una cuenta que se capitaliza semestralmente.
a) Escribe la funcién que nos da el dinero que tendremos en la cuenta al cabo de # afios.

b) ;Cudnto tiempo tiene que pasar para que el capital inicial aumente un 50 %?

48 . 438
100 %~ 200

= 0,024 — Indice de variacién semestral = 1,024
Como un afo tiene 2 semestres, la funcién es C(¢) = 20000 - 1,024%.

b) Si el capital inicial aumenta un 50 %, pasard de 20000 a 30000 €.

log 1,5

0000 = 20000 - 1,024% — 1,5=1,024% — t=—°> """
3 > 2log 1,024

= 8,55 anos
Como la capitalizacién es semestral, deberdn pasar 9 anos.

43 El nimero de recetas para medicamentos genéricos emitidas por los médicos del servicio de
salud de una comunidad auténoma ha crecido exponencialmente desde 2005. La funcién es del
tipo f(#) = ke®. Calcula %k y a sabiendo que en 2005 (z=0) se emitieron 6,52 miles de recetas
y en el 2008 fueron 9,84 miles. ;En qué afio se llegard a 50 miles de recetas?

Pasa por (0; 6,52) — 6,52 =4

In 9,84
Pasa por (3; 9,84) — 9,84 = 6,52 - e - 2’ 23 —e3 > 4= % =0,1372
Por tanto, f(z) =6,52 - 013721
50 In 6522
_ 01372t _ ,0,1372¢ _ 52 _
50=6,52-¢ — 652 e — t 01372 14,85

Después de 15 afios, es decir, en 2020 se superardn ligeramente las 50 000 recetas.
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44 Un estudio de la policia refleja que el nimero de robos en viviendas, por afio, en una ciudad,
decrece segiin una funcién del tipo N(#) =A - B - log (¢ + 2). Sabemos que en el afio 2000, que
es cuando se inicié el estudio, el niimero de robos fue de 520 y en el afio 2003 fueron 476.

a) Determina A y B.

b) Calcula el niimero de robos que se esperan en 2020.
a) N(0) =520 — 520=A-B-log2
N(3) =476 — 476=A-B- log5

Restando las ecuaciones obtenemos:

_ _ .44 - _ 44 -
44 = B(log5—log2) — B Ing5—log2 110,6 — A 476+10g5—/0g2 log 5 = 553,3

N(z) =553,3-110,6 - log(z + 2)
b) El ano 2020 se corresponde con ¢ = 20.
N(20) =553,3 - 110,6 - log 22 ~ 405

En el afio 2020 se esperan unos 405 robos.

45 Un cultivo de bacterias comienza con 100 células. Media hora después hay 435. Si ese cultivo
sigue un crecimiento exponencial del tipo y = ke** (¢ en minutos), calcula %2 y & y representa
la funcién. ;Cudnto tardard en llegar a 5000 bacterias?

y=tka'

t=0, y=100 = 100=k-4° — k=100

t=30, y=435 — 435=100 -4 — 4°=435 —
— a=4,35"30 5 42~1,05

La funcién es y =100 - 1,05%

Si y=5000 — 5000 =100 - 1,05*

log 50

50=1,05 %x=w

=~ 80 min

Tardard 80 minutos, aproximadamente.
N.o BACTERIAS

1000
900
800
700
600
500
400
300
200
100

TIEMPO (min)
10 20 30 40 50
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46 Una taza de café recién hecho estd a 75 °C. Después de 3 minutos en una habitacién a 21 °C,
la temperatura del café ha descendido a 64 °C. Si la temperatura T del café en cada instante ¢
viene dada por la expresién T'= A e** + 21, calcula A y k y representa la funcién.

:Cuidnto tendremos que esperar para que la temperatura del café sea de 45 °C?

Por los datos del problema, la funcién temperatura pasa por los puntos (0, 75) y (3, 64), luego:
75=A-e" 0421 - A=54

n0,796

64=54.¢k3421 e%:%:oi%ek: - 0,076
Por tanto, 7 =54 - ¢=00767 21

Y
160
120

80

A NG

—40 40 80 | 120 | 160 X

Si la temperatura del café es de 45°, entonces:

_ 54 . 0076t -0,076r _ 24 _ 0,444 .
45=54.¢ +21 > ¢ = 54-0,444 —)t-7_0’076 = 10,7 minutos

Debemos esperar 10 minutos 42 segundos para que alcance los 45°.
47 Un estudio demogrifico estima que la poblacién de un barrio va a crecer segiin la funcién

10000

1o he02 (¢, afios; y, niimero de habitantes).
+ke

y:

a) El barrio tiene, actualmente, 1250 habitantes. Halla 4.

b) Calcula cudl serd la poblacién dentro de 10 afios.

_ 10000 _ 10000 _ 4 _
a) Pasa por el punto (0, 1250) — 1250 = +r # 1250 t=7

10000

= 5135

Dentro de 10 anos habrd unos 5 135 habitantes.
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Cuestiones tedricas

48 Dadala funcién y = 4%, contesta:
a) ;Puede ser negativala y? ;Yla x?
b) ;Para qué valores de a es decreciente?
©) ;Cudl es el punto por el que pasan todas las funciones del tipo y = log, x?

d) ;Para qué valores de x se verifica 0 <a*<1 siendo 2> 12 ;Ysi 0<a<1?

a) La y no puede ser negativa por ser una potencia de base positiva.
La x si puede ser negativa porque el dominio de la funcién es todo IR.
b) Si 0 <a< 1, lafuncién es decreciente.
¢) Todas pasan por el punto (1, 0), yaque x=1 — y=1log,1=0.
d) Para valores de x negativos se cumple que 0 <a*<1 si a> 1.

Si 0<a<1, secumple que 0 <4*< 1, cuando x> 0.
49 Si f(x) = 2% y g(v) = log, x, ;cudl es la funcién (gof) ()2 ;Y (fog) (x)2
(gof) () =gl f(0)] = g(2%) = log, (2) = x
(fog) () =flg@)] = f(logy %) = 208 = x
50 Considera las funciones y = senx, y=cosx e y= tgx.
a) ;Cudl es su periodo?

b) Di cuil es el dominio de definicién de cada una.

©) :Entre qué valores varian?

a) Las dos primeras funciones son periédicas de periodo 27. La tercera es periddica de periodo .

b) El dominio de las dos primeras es IR.
El dominio de la funcién tangente es IR — {% +hkn, ke Z }

¢) Las funciones seno y coseno toman valores comprendidos entre —1 y 1. El recorrido de la funcién
tangente es R.

51 Justifica cudl de las siguientes funciones es la funcién inversa de y = 3*-2.
a)y=2+log3x b)y=3x+2 o y=log; (x+2)
La funcién del apartado ¢) es la funcién inversa de la dada.

Si llamamos f(x) =32 y f(») = logs (x + 2), entonces:
(Fof™) @) =fLf )] =fllogy (x+2)] =376 6+2 _2 - x12-2-x
(F1of) (9= F LA = F13 = 2) = logy (37— 2+ 2) = logs (37) =

52 Estas grificas corresponden a funciones del tipo y = ka* o y=klog,x con a> 1. Identificalas
e indica en cada casosi £>0 o £<0.

vl / Y\ v
T I= \
1) Es de la forma y = k2* con k> 0.
2) Es delaforma y =k log,x con k<0.

3) Es de la forma y =4 log,x con k> 0.
4) Es de la forma y = ka* con k<O0.
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Autoevaluacién

1 Dadas f(x) = yx+1, g(x) = x—i_’)’ halla:

a) flg@] b) g[£(15)] O fog d g
a) flg@1=f(-1)=0
b) g[f(15)] =¢g(4) =1
O (fr) @ = flet) = f(5 )= g1 =222

x x—3

d)}/=i %x=)/+ _>}/=3+%

2 Representa la grifica de la funcién inversa de y = f(x).

3 La gréfica de una funcién y = a + b log, (x + 2) pasa por los puntos (0,1) y (2,0).Halla 2 y & y
justifica si se trata de una funcién creciente o decreciente.

Pasapor (0,1) = l=a+blog2 — 1=a+b
Pasapor (2,0) = O0=a+blogyd — 0=a+2b

a+b=1

- a=2, b=-1
a+25=0}
y=2-log, (x+2)

Se trata de una funcién decreciente porque su gréfica es el resultado de aplicar dos traslaciones a la fun-
cién que se obtiene haciendo la simétrica de y = log, x respecto del eje X.

4 Fl precio de una furgoneta baja un 8 % cada ano. Si cost6 18000 €, ;cudnto tardard en reducirse
a la mitad?

El indice de variacién anual es 1 — 0,08 = 0,92.
Si x son los afios transcurridos, la funcién que describe el precio de la furgoneta es y = 18000 - 0,92%.

La mitad de su precio es 9000 €. Por tanto:

log 0,5

=1 . a2x ) = ,2x = =
9000 = 18000 - 0,92* — 0,5=10,92* - «x Iog 0,92

8,31

Tardard 8 afos y casi 4 meses en reducirse el precio a la mitad.
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5 Un cultivo de bacterias comienza con 50 células. Dos horas después hay 162. Si ese cultivo crece
de forma exponencial segin una funcién y = ke*’ (¢ en horas) calcula %2 y 4. ;Cudnto tardard
en llegar a 5000 bacterias?

;:0} 50 = &
— =
y=50
r=2 In3,24
— 162 =502 — 324 =¢2 — 5="2%% _ (588
y=162 2

La funcién es y = 50¢%°88",

Llegard a 5000 bacterias cuando:

000 = 500588 _5 100 = (0588 _y ;- 100 _ g
5 50e e 0.588 7

Al cabo de 7 horas y 48 minutos, desde el inicio del cultivo, llegard a las 5000 bacterias.

6 Representa estas funciones:
a)y=15.2*-3
b)y=2+ln(x+1)

Halla la funcién inversa en cada caso.

a) Y]

/1
ERem

y=15-223 > x=1,5-2-3 = y=log, £+

1,5
La funcién inversa es y = log, x1+53
b) Y|
7/

y=2+m(x+1) > x=2+m(@y+1) —)y:e"_z—l

La funcién inversa es y = e*~ 2_1.
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7 Asocia a esta gréfica una de las siguientes expresiones y di cudl es su periodo:

a)y=cosx
b) y = cos 2x
©) y=2cosx
1 N
\ BN
N\ / \
\ -
n AR | nl 2nfxsn | | 7% 5K4x
6 Ri 2 3[4 % N3
\ A

-1

Completa estos puntos para que pertenezcan a la funcién y = 2 cos x: (57/6, ...), (4n/3, ...),
(~m/4, ...). Represéntala en el intervalo [0,2; =].

La grafica corresponde a la funcién b), y = cos 2x.

. St _m _ 4w _
Su periodo es 44"
5t 1) (4 _1 <_1£ )
Los puntos buscados son < c 2), < 3 2), 4,0 .



