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A través de una lupa
El aumento A producido por cierta lupa viene dado por la siguien-
te ecuacion:

A=_2

2-d
DISTANCIA (dm) . . i .
B donde d es la distancia (en decimetros) entre el objeto que quere-

mos observar y la lupa.

AUMENTO

Si acercamos el objeto a la lupa hasta tocarla (4 =0), su tamaio se
mantiene igual. Esto, en términos de limites, se escribe asi:

lim A=1
d—0

:Cémo se escribiria lo siguiente en términos de limites?

a) Si acercamos el objeto a 2 dm, aproximadamente, se hace mds y mds grande. Ademds, el objeto se
vera al derecho si d <2, o invertido, si 4> 2.

lim A-=... lim A-=...
d—2" d—2*

b) Si alejamos la lupa del objeto, este se ve cada vez més pequeno.
lim A= ...

d — +o0

a) lim A=+oo
d—2"

lim A=—oo
d—2*

b) lim A=0
d

— 400

Ruido y silencio

Si acercamos la oreja a un foco de sonido, este se hace insoportable.

INTENSIDAD DE SONIDO (db) . i ; i L.

120 Si la alejamos mucho, deja de oirse. Traduce estos hechos a limites,
100 llamando I ala intensidad del sonido (en decibelios) y d ala dis-

30 tancia (en metros) a la que nos colocamos del foco emisor:

60 im I=... lim I-=...

d—0 d— +o0
40
20 DISTANCIA (m)

1 2 3 4 5

d[z’m I=+ Iim I=0

-0 — 400
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1 ;Verdadero o falso?

Cada una de las siguientes funciones es continua en todos los puntos en los que estd definida:

a)y=x2-1 b)y=1x+2 c)y=senx d)y=1gx
e) y = Ent (x) f) y = Mant (x) g)y=+ h)y= 1
x° -1 x+2
x% si x<0

i) y=9x si 0<x<3

. 54 -3 si x<1
Dy={

1 six>3 x+2 six>1

a) Verdadero.
b) Verdadero.
¢) Verdadero.
d) Verdadero.

e) Falso. La funcién parte entera no es continua en ningdin nimero entero, sin embargo, estd definida
en ellos.

f) Falso. La funcién mantisa no es continua en ningdn néimero entero.
g) Verdadero.
h) Verdadero.

i) Verdadero. Podemos verlo en su grifica.

— B O P

“4-32-11 123 4X

2
-3
L4

En x=3 no es continua, pero como no estd definida, la afirmacién es verdadera.

j) Falso. No es continua en el punto x=1 donde estd definida.
i /

3

2

1

4321 [[1 2 3 4X
-2
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2 Cada una de las siguientes funciones tiene uno o més puntos donde no es continua. Indica cudles
son esos puntos y qué tipo de discontinuidad presenta:

a)y:%

2

2
Jy=* x—3
LAl

a) Rama infinita en x =3 (asintota vertical).
b) Discontinuidad evitable en x =0 (le falta ese punto).
c) Rama infinitaen x =0 (asintota vertical).

d) Salto en x = 4.

3 Explica por qué son continuas las siguientes funciones y determina el intervalo en el que estin

definidas:
a)y=x2-5

b)y=V5-«
{3x—4 si x<3
oy=

x+2 six=23

d)y- {x si 0<x<2

2 si2<x<5
a) Estd definida y es continua en todo R.
b) Estd definida y es continua en (-0, 5].

Las funciones dadas mediante una expresién analitica sencilla (las que conocemos) son continuas donde
estan definidas.

c) Estd definida en todo IR. Es continua, también, en todo IR. El tinico punto en que se duda es el 3:
las dos ramas toman el mismo valor para x = 3.

3:.3-4=9-4=5 3+2=5
Por tanto, las dos ramas empalman en el punto (3, 5). La funcién es también continua en x = 3.

d) También las dos ramas empalman en el punto (2, 2). Por tanto, la funcién es continua en el intervalo
en el que estd definida: [0, 5).
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1 Para cada una de las funciones siguientes f;(x) =

(x —3)2’

fz()-— fx) =2%

completa en tu cuaderno la tabla adjunta, con ayuda de la calculadora, y estima el valor

de lz’ng_ S

x| 225292992999
f(x)
Al - 3) .
x 2 2,5 2,9 2,99 2,999
-5 -5 -5 -5 -5
5ol =2 0| — 2 500 | — =2 -50000 | — =~ 5000000
fx) 2-3)2 (2,5-3)2 (2,9 -3)? (2,99 - 3)? (2,999 — 3)2
Z”g’,fl () ==
Hl) = 57—
x 2 2,5 2,9 2,99 2,999
4 4 _ 4 _ 4 4
foo| 575 =4 52250 5-2,9 40 5= 2,99 ~ 100 32,999 - 4000
lm;_fz(x) = t+oo
filx) = 2%
x 2 2,5 2,9 2,99 2,999
f(x) 22-4 = 5,66 = 7,46 2299 27,94 22999 =799
lmé’,ﬁ}(x) =
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1 Calcula razonadamente el valor de los siguientes limites:

a) xh—% x—2

b) lz:% (cos x—1)
c) lz’m2 Vx*—3x+5

d) x{»ﬁo'fl log,o x

2) _% b) 0 SR d)-1
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3
Hazlo tu. g(x) = {’5‘ —5x+3, x=-2

5 :Es continua en x = —22 Halla su limite en 0 y en 4.
’ X =—

* Continuidad en x = -2:
lim f) = lim, (x3=5x+3)=(=23-5-(2)+3=5
fE)=5
Por tanto, la funcién es continua en x = -2.
* Limiteen x=0:
lim f() = lim (x3-5x+3)=0°-5.0+3=3
* Limite en x = 4:
lim f() = lim (3 —5x+3)=4>-5.4+3=47

3 _2x+k, x%3
s x=3

sea continua en IR.

Hazlo tu. Calcula % para que f(x) = {x

Para cualquier valor de 4 la funcién es continua en todos los puntos distintos de 3.
Estudiamos la continuidad en x = 3:

lim f() = lim (WP—2x+k)=33-2.3+k=21+F

f@=7
Para que la funcién sea continua en x =3 ambos resultados deben ser iguales, luego:

21+ k=7 > k=-14
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— 3
X=9. 0 lim—*

y representa los resultados.

Hazlo ti. Calcula a) lim *=3; b) lim
x—0 X x—0

a) El denominador se anula en x =0, pero no el numerador. Por tanto, el limite es infinito, con signo mds
0 menos.

IZQUIERDA: x =-0,01 — M:%l — lim % = 400

-0,01 x—0"

DERECHA: x = 0,01 — 0’(?#:—299 - Iim % =—o0

x—0*

>

/

b) El denominador se anula en x =0, pero no el numerador. Por tanto, el limite es infinito, con signo mds
0 menos.

1zquisroa: x= 0,01 — ~001=3 30100 — Jm ¥53 - o
(-0,01)2 x=0" x

DERECHA: x = 0,01 — M:_m%o — /l',,g x=3 __ o
1 x—0*

X2

>

Y/

¢) El denominador se anula en x =1, pero no el numerador. Por tanto, el limite es infinito, con signo mds

0 menos.
3 3
IZQUIERDA: x = 0,99 — &=9703 - lim —X% 5 = +oo
0,99-1)2 x=1" (x—1)
3 3
DERECHA: x = 1,01 — L:10303 - lim xiz = oo
(1,01-1)2 x=1 (x—1)

/\

|
|
|
1
|
|
|
|
|
1
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2 2
Hazlo tu. Calcula a) ng;ng %;:155; b) A{z’_% M% y representa los resultados.

a) Tanto el numerador como el denominador se anulan en x = 5.

Simplificamos la fraccién:

x2—4x -5 _ (x+1)(x—=5) _x+l
x2_8x+15 (x-3)(x-5 «x-3

Zz’m7x2_4x_5 = lim XL =3
x=5x* _8x+15 x-5x-3

Y
4
3
2
1
4l 1 2345067X
2
-3
4

b) Tanto el numerador como el denominador se anulan en x = 0.

Simplificamos la fraccién:

23552 _P(2x-5) _

2x—5
x? x?
3 2

lim @ = lim 2x—-5)=-5
x—0 X x—0
y=2x-5

4

3

Hazlo ti. Halla estos limites y representa los resultados:

2 5 3,.2.2
a) lim X *4x=5 b) lim X +3%"
x=1x3 _2x2 4+ x x— xt
a) Tanto el numerador como el denominador se anulan en x = 1.

x%+4x -5 _ (x+5)(x—1) __x+5
X0 —2x% 4+ x x(x—1)2 x(x—1)

Simplificamos la fraccién —

. xridx -5 , xX+5 .
lim S5 = lim — Ahora se anula el denominador, pero no el numerador. Por tanto,
x=1 33 224y x  x—1x(x—1)

los limites laterales son +oo.
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Estudiamos el signo de la funcién a uno y otro lado de 1.

0,992+4-0,99-5 _ o5 g, xPedx=5
0,993 -2.0,992+0,99 x—1" x3 = 2x% 4+ x
2.4. _ 2
1,01°+4 1,021 5 =595 —s lim x3 +4x2—5 = 4o
1,013-2.1,012+1,01 x—1* 30— 2x% + x

IZQUIERDA: x = 0,99 —

DERECHA x = 1,01 —

Por tanto, el limite pedido no existe.

\

1

1
|
|
|
|
|
]
I
|
|
|
|
1

\

b) Tanto el numerador como el denominador se anulan en x = 0.

x5 + 3x? _ x%(x +3) _x+3

x4 x* x?

Simplificamos la fraccién —

3 2
lim X2 +3x7 _

L L — Ahora se anula el denominador, pero no el numerador. Por tanto, los
X — X X — X

limites laterales son +oo.

Estudiamos la funcién a uno y otro lado de 0.

_ 343.(o 2 3 2
(-0,01)°+3-(-0,01) 229900 —s lim X3x° _

(-0,01)% =00t

3 . 2 3 2
0,01 +3 0,01 =30100 — lz’m % = 4+ o0
0’014 x—0* X

Por tanto, el limite de esta funcién cuando x — 0 es + .

1ZQUIERDA: x =-0,01 —

DERECHA x = 0,01 —

y= x+23

X
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1 Di el limite cuando x — +oo de las siguientes funciones dadas por sus graficas:

a) /i-\ © d)
=)
/ \/\ ¥ =_]g(x) J I
y=£f
7] |
a) xé{rﬁoﬁ (x) = —oo b) x{{;zzoo Hx) =-3 ) x{{cnw () = +o0 d) xél:iﬁo f4(x) no existe.
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1 Di el valor del limite cuando x — +oo de las siguientes funciones:

a) flx) = X% +3x+5 b) fx) = 5x3 + 7x ) fx) = x— Fut
d) f(x) = 3% e) flw) = —% f) fx) = xs_gl
a) —eo b) +eo ) —oo
d) 0 e) 0 f) —co

& Como xl_»z'rﬁ)o (x® = 200x2) = +oo, halla un valor de x para el cual sea x° —200x? > 1000 000.

Por ejemplo, para x = 1000, f(x) = 800000 000.

3 Como Ulim 1 =0, halla un valor de x para el cual sea 5 1 < 0,0001.

x=+0 42 10x x“—=10x

Por ejemplo, para x = 1000, £(x) = 0,000001.

Pagina 166

4 Calcula /im f(x) y representa sus ramas:

) fl) = o b) flx) = 2 ) fla) = — é &) f) =3x-5

X

a) 0 b)0 00 d) +oo
/)

5 Calcula /im f(x) y representa sus ramas:

_x3-1 _1-43
Q) flo) = 2 ; & fe) = 1=

a) —oo b) 0 C) +oo d)-1

+ o+

3
x2 -

b)) = £33 9 fx) =
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1 Halla los limites cuando x — —co y cuando x — +oo de las funciones siguientes:

a) f(x) = 223 + 7x? b) fx) = 3x% —7x o) flx) = 10*
d) f(x) = 54 -8 e) flx) = y—2x% +1 f) flx) = -5*

a) xé@o (2x3 + 7x?) = xé’@o “2x3 = 4oo

lim (2x3 +7x%) = lim -2x3=-oo

X — 400 X — +oo
b) xlz’m (Bxt — 7x) = xlz’m 3x% = oo

lim (Bx*—7x)= lim 3x%=+o0
X — 400 X — +oo

) xl_)z’r_nm 10*=0

ﬁ = 0,00000000001 y andlogamente ocurriria para valores negati-

Ya que para x =-10,10710 =
vos de x menores que —10.

De forma similar a la anterior, podemos comprobar que  /im  10* = +oo.
X — oo

d) El limite cuando x tiende a —co no tiene sentido porque la funcién estd definida para x > %

X — +00

lim 5x-8 = lim Y5x = +e0 porque el radicando tiende a +co.

e) No tiene sentido calcular ninguno de los dos limites porque el dominio de definicién de la funcién

2

| interval , .
€S ¢l 1ntervalo 2 2

£) lim -5°=0

X — —o0

ﬁ =-0,0000001024 y andlogamente ocurriria para valores nega-

Ya que para x=-10, 5710 = —
tivos de x menores que —10.

De forma similar a la anterior, podemos comprobar que /im —5* = —co.
X — +oo

2 Halla los limites cuando x — —c0 y cuando x — +oo de las funciones siguientes:

x*+3 —x> 5x> 10
a) f(x) = 3-x b) f(x) = 3 ©) flx) = 213 d) flx) = 3311022
a) lim 3-x=lim y—x = +oo porque el radicando tiende a +co.

El limite cuando x tiende a +eo no tiene sentido porque la funcién estd definida solo cuando x < 3.

2 2
, + , ,
b) lim X3 fm X o I L0
X — —0 _x3 X0 4. X— -0 _x
2 2
, + , ,
lim %: lim x—3= lm L -0
x=teo x—too X =400 _ye
3 3
c) lim Zx = lim Lz = lim —x = +oo
3 3
lim 2x = lim == lim —x=-o
X — +00 X +3 X — +00 x X — +00

, 5X3—10 , 596'3 , 5 5

d) lim —— = lim == Y/ = ==
)xzm 33+10x2 xlm 33 xzm 3 3
, 5X3—10 , st , 5 5

/ 2t =2V 2% = = = =
x_)l?;}’loo 3,.3_'_10;.2 x_)l};ﬂm 3,’.3 x—»lﬁ’ioo 3 3
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1 Determina las asintotas y la posicién de la curva respecto a ellas:

_3x+1 b _3x27 _1 dyo_ L _ 1
VY= )y V= V7= 97 -9
a) Como el denominador se anula cuando x =2, estudiamos en ese punto la existencia de una asintota

vertical.
b Bx+l 7
e ot
o 3-1,99+1 . 3x+1
IZQUIERDA: x = 1,99 — T99-2 ° 697 — xliﬂzf_—x_z =
o 3-2,01+1 3x+1 _
DERECHA: x =2,01 — S01-2 - =703 —> xlim+ o = +

Por tanto, la recta x = 2 es una asintota vertical.

Veamos ahora si tiene asintotas horizontales:

lim Sre+l lim 3x _ lim 3=3
X—+00 A7 X—+o00 A X —+00

lim Sxe+l lim Sx _ lim 3=3

X——0 A 2 X — —o0 X X — —0
Por tanto, la recta y =3 es una asintota horizontal.
Para saber la posicién de la curva respecto de la asintota horizontal, debemos tener en cuenta que

_ 3x+1 7
)= x—=2 _3+x—2'

Cuando x — +oo el cociente toma valores positivos y la funcién estd por encima de la asin-

tota.

X —

Cuando x — —oo, ocurre lo contrario y la funcién estd por debajo de la asintota.
No tiene asintotas oblicuas porque los limites en el infinito de la funcién no son infinitos.

b) Como el denominador se anula cuando x =2, estudiamos en ese punto la existencia de una asintota
vertical.

[z'm 3x —7 5

= too
x~2 x—-2 0

2
IZQUIERDA: x = 1,99 — 31,9977 _ =-488,03 — lim -7 =—oo

1,99—2 x—2" x—2

3.2,012-7 . 3527
D x=2,01 » 229727 5y = oo
DERECHA: X 01 — 2.01-2 512,03 — xlin21+ 3 +

Por tanto, la recta x = 2 es una asintota vertical.

Veamos ahora si tiene asintotas horizontales:

2 2
lim 3x" =7 lim 3% lim 3x = +oo
X — +00 x_z X — +00 X X — +00

2 2
lim =7 lim 3x" lim 3x=-
X — —0 x—2 X — —0 X X — —o0

Por tanto, no tiene asintotas de este tipo.

Ahora estudiamos las asintotas oblicuas:

_3xr-7 5
= —3x+6+x_2
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Larecta y=3x + 6 es una asintota oblicua ya que tiende a 0 cuando x — teo.

Cuando x — +oo el cociente
tota oblicua.

toma valores positivos y la funcién estd por encima de la asin-

Cuando x — —oo, ocurre lo contrario y la funcién estd por debajo de la asintota.

¢) Como el denominador se anula cuando x =0, estudiamos en ese punto la existencia de una asintota

vertical.
A SO S
xh—»mo x 0 *
IZQUIERDA: x = —-0,01 — 1 =-100 = Iim 1 =—o0
-0,01 x—0" X

1 = / l = oo
o.01 =100 = lim o=+

DERECHA: x= 0,01 —

Por tanto, la recta x = 0 es una asintota vertical.

Veamos ahora si tiene asintotas horizontales:

im L -0
X — +0o X
im L -0
X — -0 A

Por tanto, la recta y = 0 es una asintota horizontal.

Cuando x — +co, la funcién es positiva y estd por encima de la asintota horizontal. Cuando
x —> —oo, la funcidn es negativa y estd por debajo de la asintota.

No tiene asintotas oblicuas porque los limites en el infinito de la funcién no son infinitos.

d) Como el denominador se anula cuando x =0, estudiamos en ese punto la existencia de una asintota
vertical.

lim —— =-- = —co porque la funcién siempre toma valores negativos.

Por tanto, la recta x = 0 es una asintota vertical.

Veamos ahora si tiene asintotas horizontales:

Por tanto, la recta y = 0 es una asintota horizontal.
Como la funcién siempre toma valores negativos, estd por debajo de la asintota horizontal.
No tiene asintotas oblicuas porque los limites en el infinito de la funcién no son infinitos.
e) La funcién estd definida cuando x%—9 > 0, es decir, cuando x € (=00, —3) U (3, +e0). En los puntos

-3y 3 se producen divisiones entre 0. Vamos a estudiar en ellos la existencia de asintotas, pero solo
podremos calcular limites por uno de los lados en cada punto.

It 1 D S
x—{%‘ x2_9 0 *
lim 1 1 _ e

Porque la funcién siempre es positiva. Luego las rectas x = -3 y x =3 son asintotas verticales.

Larecta y=0 es claramente una asintota horizontal porque /i 1 .o
— +o00
oEe k% -9
Tanto si x —> +c0 como si x — —oo, la funcién queda por encima de la asintota horizontal por tomar
valores positivos.

No tiene asintotas oblicuas porque los limites en el infinito de la funcién no son infinitos.
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1 Halla las ramas infinitas de las siguientes funciones y, a partir de ellas, perfila la forma de la curva:

1 X x4 x2 42
= b = = d =
a)y 2+l )J/ 1+ a2 c)y 22 +1 )J’ x* - 2x
&2 ¥ _ x?+3x _ 2% —3x?
e)y— 1+x2 f)y_ 1+x2 g)y_ x+1 h)y- x

a) Asintotas verticales. No tiene porque el denominador no se anula.

Ramas en el infinito:  /im

=0. Asintota: y=0

vodeo y 24
. . .« . ’ / \
Como la funcién siempre es positiva, queda por encima de la asintota.
b) Asintotas verticales. No tiene porque el denominador no se anula.
Ramas en el infinito: _/im " X = 0. Asintota: y = 0
+X -
Estudiamos el signo de su diferencia con la asintota: -~
+ 81 X —>+00
x
f(x) - 0 = P} .
1+x — Sl X — —o0

¢) Asintotas verticales. No tiene porque el denominador no se anula.

Ramas en el infinito: como grado de P(x) — grado de Q(x) = 2, tiene
una rama parabdlica cuando x — —co y otra cuando x — +co.

11'711 = +oo —> Las ramas parabdlicas son hacia arriba.
x — TOO

x“+1

d) Asintotas verticales. Obtenemos las raices del denominador:
x2—2x=0 — x; =0, x, =2 son asintotas porque el numerador no se anula en estos valores.

Estudiamos la posicién de la curva respecto a ellas:

PROXIM. x = 0 PROXIM. X = 2
X -0,01 0,01 1,99 2,01
x2+2 + - - +
x2-2x
— Ao
Ramas en el infinito: I
2 2 |
lim ’; *2 _ im ’;4*'2 = 1. Asintota: y=1. 1 |~
x=de 42Dy x= 42Dy =TT T ——-

Estudiamos la posicién de la curva respecto de la asintota: I

2 +8i X > +o00 I
f(x)_lzﬁ I_M{ |

2 —si x = —o0 /\!

x°—2x x% = 2x
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e) Asintotas verticales. No tiene porque el denominador no se anula.

2 2
Ramas en el infinito:  /lim —*— = [im —*— =1. Asintota: y=1
X=te 1y x X== 1y x 1
Estudiamos el signo de su diferencia con la asintota: T T~
1 — Sl X >+ o0
fe-1- =L
1+x2 |— 81 x —> —o0

f) Asintotas verticales. No tiene porque el denominador no se anula nunca.

Ramas en el infinito: como grado de P (x) — grado de Q(x) = 1, tiene una /7
asintota oblicua. e
’
3 7/
=X -x—-—%_ — Larecta y=x eslaasintota. Ny
1+x° x? -1 /
Estudiamos la posicién de la curva respecto de la asintota: /// !
7
—si x > +00 7
—x ’
—x= ’
S0 —x x2+1 {+ Si x —> —oo ,é/
g) Asintota vertical: x=—-1 porque se anula el denominador y no el numerador.
Estudiamos su posicion:
_ 2,3.(—
1ZQUIERDA: f(~1,01) = (=1,01)7+3-(-1,01) = 200,99 (positivo)
-1,01+1
(-0,99)%+3-(-0,99) .
: £(=0,99) = - 198,
DERECHA: f(~0,99) 20,9941 98,99 (negativo)
Ramas en el infinito: como grado de P(x) — grado de Q (x) = 1, tiene una I e ’
asintota oblicua. : ///
| 12
2 /
X #3% 0 2 larecta y=x+2 eslaasintota. /Jl'
x+1 x+1 T
Estudiamos la posicién de la curva respecto de la asintota: e :
’
(a2 o 2 [TETEe 7 |
S0 = e S x4l [+ si x> —oo V
h) Asintota vertical. El valor x = 0 anula el denominador pero también el
numerador. Si x = 0 podemos simplificar la fraccién: \ /
3 2
2x” —3x -2x2 _3x
x

Por tanto, la funcién dada coincide con una pardbola salvo que en el
punto x =0 tiene una discontinuidad del tipo III, ya que no estd defi-
nida.

No tiene asintota vertical y las ramas en el infinito son parabdlicas (am-
bas hacia arriba).
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g Ramas infinitas en las funciones trigonométricas, exponenciales
y logaritmicas
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1 ;Verdadero o falso?

a) La funcién y = |log, x| se representa asi:

Tiene dos ramas infinitas: una asintota vertical en y =0 y una rama parabélica cuando x — +oo.

b) La funcién y = log, |x| se representa asi:

|

Tiene una asintota vertical en x = 0 y sendas ramas parabélicas en —o y en +oo.

a) Verdadero.
b) Verdadero.
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Ejercicios y problemas resueltos
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2. Limites y continuidad de una funcién definida “a trozos”
{2x—3, si x<3

x—-2, six=3

Hazlo tu. Halla el limite de la funcién f(x) =
continuidad.

en x=0 yen x=3. Estudia su

En x=0, como 0 < 3, /z’mof(x) = [z’rr(z) 2x-3)=-3

x =3 esun "punto de ruptura”. Por ello, calculamos los limites laterales:

lim_ flx)= /z'rgz_ (2x—-3)=3

X — X —

lim f(x) = lim, flx)= lim (x~2)=1

— No coinciden; por tanto, no existe el limite.

Esta funcion es discontinua en x = 3, porque el limite en ese punto no existe. Tiene un salto finito en ¢él.
Para los demds valores de x, la funcién es continua porque estd formada por trozos de rectas.

3. Calculo del limite en un punto
Hazlo tu. Calcula:

2
a) lim X —2x+1 li x
x=1 2x2 _2x =2 (x+2)?
,oxr—2x+1 _ 0 Y T .
a) lim *=***% = = Indeterminacién. Tenemos que simplificar la fraccién.
x—1 2x? _2x 0
2 -1)?2 2
xr—2x4l _ W=D w1 6?2kl | ox—1
= = 5 = = 0
22 —2x  2x(x—-1) 2x S0 0k a1 2w
b) /4 X2 e porque el denominador siempre es positivo y el numerador siempre es nega-

m
x—-2 2 0 . .. .
(e +2) tivo en las proximidades del punto x = -2. (En este caso no son necesarios

los limites laterales).
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4. Funcidn continua en un punto

. 2x -5 si x<1
Hazlo ti. Halla el valor de % para que la funcién f(x) = {x b sixsl 5@ continua en todo IR.

La funcién es continua si x = 1 porque estd formada por dos trozos de rectas.
Estudiamos la continuidad en el "punto de ruptura" x = 1:
f)=2.1-5=-3
lim (2x—-5)=-3

X —

agl—»mlf(x)z 11’7;11+(x+/e):1+/e

Para que exista el limite debe ser -3 =1+ 4 — k=-4

Si k=-4 se cumplen todas las condiciones para que sea continua en x =1 vy, por tanto, en todo R.
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8. Célculo de limites cuando x — + y x — -

Hazlo tu. Calcula xl_zi;zzm [y xéi;zzm f(x) enlos siguientes casos:

3(.2 4a% —1 x? 5x+3
Q) f) = {21 AR -1 9fw- o af- 5
a) xéz_’;ziw 3x2 —1 = +eo porque el radicando es tan grande como queramos dando a x valores muy grandes.

lim 3/x*—1 = +co por una razén ansloga a la anterior.
X — —o0

b) lim Eo lim 4L22 = lim 4 _ -2

X — 00 3_2x2 X — 00 —2X X — +00 _2

lim It = Ilim =2 =22
X — —00 3 2X2 X — —00 2.962 x—-e0 _)
c) lim = Iim 2= lim x=+o0
X—too X—+o0 4 X — +00
2 2
im —X— = lim X = lim x=—-o
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6. Ramas infinitas y asintotas

Hazlo tu. Estudia las asintotas de las siguientes funciones:

2) flx) = 3%=1 b) fx) =

X
x—-2 x2+2

a) * Asintotas verticales:
x—2=0 > x=2

, 3x-1_5
xh—»n/lz x=2 0

Si x— 27, <f(x)=i=—> fx) > —oo

= +o0 — x =2 esuna asintota vertical.

Si x> 2% (=t mt) £ = +oo

* Asintotas horizontales:

/l,m 3.96' — 1

X—too 4

=3; y=3 es una asintota horizontal.

Estudiamos la posicién de la curva.

_3x-1 5, _ 5
f(x)—3— x—2 5= x—2

Si x— +oo, f(x) —3>0. La curva estd sobre la asintota. |

Si x— —oo0, f(x) —3 <0. La curva estd bajo de la asintota. I
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b) * Asintotas verticales. No tiene porque su denominador nunca se anula.
* Asintotas horizontal u oblicua.
Como el grado del numerador es una unidad mayor que el del denominador, hay asintota oblicua.
Dividiendo obtenemos:
o 2x

=X —— — y=x es asintota oblicua.
x“+2 x“+2

Estudiamos la posicién:

d=f)—y=- Dy Si x>+ (d<0) flx)<y
x2+2 |Six——o0 (d>0) flX)>y
//
e
7
1 //
’
4!
’
7
’
’
Vs
Y
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Ejercicios y problemas guiados
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7

Limites de una funcidn definida “a trozos’

Dada la funcién
é si x<0
f&x) = 3x—5 si 0<x<4
I —x2 si x24

hallar xl_zir:zoo fx), xl_%”ﬁ’w f(x) y lz;mo Jfx).
. xéiizawf(x) = xél:’flm (9x—x%) =—

. xé@wf(x) = xll'm 1_p

— -0 &

* Como x=0 esun punto de ruptura, debemos calcular limites laterales:
1, = Z’ L = L = — 00
S0 = =
/7 = I -5)=-
xingf(x) i, (3x—5)=-5
El limite en x =0 no existe.

Limites en el infinito

Calcular los siguientes limites:

a) limL b) lim 13x c) lim x*+3
x = 400 4x2+1 xo+o0x 4 ] x40V x — 2

a) lim > 5 _>

= porque el numerador tiene grado 1y el denominador también, ya que It =x.

7 _2 2
vove 4241 Y42
b) lim V3

T= 0 porque el grado del numerador seria % y es menor que el grado del denominador, que es 1.

X—teo x

2
)  lim q/% = +oo porque el radicando tiende a +oo al ser un cociente de polinomios en el que el grado del numera-
e ¥ ox— .
dor es mayor que el del denominador.

Asintotas

Determinar a y b para que las rectas x =2 e y = 4 sean asintotas de la funcién f(x) = —‘;x_z .
x +

Para que la recta x =2 sea una asintota de f'(x), el denominador se debe anular en la abscisa dada. Por
tanto:

3.2+6=0 = b=-6

Para que la recta y =4 sea una asintota horizontal, debe ser /im_f(x) = 4.

Jim f(x) = lim =3 _a por ser un cociente de polinomios del mismo grado.

x=t° 3x+h 3

12x -5
3x—6

%:4 — a=12 — Lafunciénes f(x) =
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Ramas infinitas

Estudiar y representar las ramas infinitas de las funciones siguientes:
a)f(x) = 1,5* b)f(x) = 0,4* o flx)=Iln(2x—4)
a) * Asintotas verticales. No tiene por ser continua.

* Asintotas horizontales.

lim 1,5% = +oo por ser una funcién exponencial con base mayor que 1.
X — +00

lim 1,5°=0 por el mismo motivo.
X — —o0
Luego y=0 es una asintota horizontal cuando x — —co.

Tiene una rama parabdlica cuando x — +oo.

/

|
b) ¢ Asintotas verticales. No tiene por ser continua.
* Asintotas horizontales.

lim 0,4 =0 por ser una funcién exponencial con base menor que 1.
X — +00

lim 0,4° = +c0 por el mismo motivo.
X — —o0

Luego y=0 es una asintota horizontal cuando x — +eo.

Tiene una rama parabdlica cuando x — —oco.

\

¢) El dominio de definicién de la funcién es el intervalo (2, +e0) ya que se debe cumplir que 2x—4 > 0.
En el dominio es una funcién continua y no tiene asintotas verticales.

Estudiamos el comportamiento cerca del punto x =2 por la derecha. Podemos verlo evaluando algunos
puntos.

x=2,001 = /n(2-2,001 -4)=-6,2
x=2,0001 = /n(2-2,0001 —4)=-8,5
lim In(2x—4) = —oo
x—2*
Luego x =2 esuna asintota vertical cuando x — 2*.

Tiene una rama parabdlica en el infinito de crecimiento cada vez mds lento hacia arriba por ser una
funcién logaritmicay /lim In(2x—4) = +oo.
X — +00

| 7

|
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5. Existencia de asintotas
¢ Tiene alguna asintota la siguiente funcién?:

X — 3% —dx+ 12
[t = x—-3

¢ Qué relacion hay entre su grdfica y la de g(x) = K2 — 42

¢ Asintotas verticales:

Estudiamos el comportamiento de la funcién en x =3, punto que anula el denominador.

%3 =35 —4x+12 _0

lz'n13 =3 0 Indeterminacién. Tenemos que simplificar la fraccién:
-3t —dxr12 (x=3)(*-4) 4
= =x“ —
x-3 x-3
X337 —dx+12 o _
Luego x/zﬁms 3 —x/z_{ns(x -4)=5

Por tanto, en el punto x =3 no tiene asintota vertical. En ese punto hay una discontinuidad del tipo III.

* Ramas en el infinito:

3 2
Six=2 = f(x) = X7 = 3x —34x+12 =x2—4=g(x)
x_

Luego la funcién es una pardbola salvo en el punto x =2, donde no estd definida.

Tiene dos ramas parabdlicas hacia arriba cuando x — —co y x — +oo ya que lz’;zz f(x) = +oo.
X — too
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Ejercicios y problemas propuestos
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Para practicar

W Continuidad y limite en un punto

1 ;Cuadl de estas funciones es continua en x = 3? Seiiala, en cada una de las otras, la razén de su
discontinuidad:

a) b) c)

—2]

2 4 2 4 2\4

d) e) f)
; 3
4 4
2/\ % 2
A LA
i

7 24\ 2 4N

a) Discontinuidad de tipo IV en x = 3, porque el valor de la funcién no coincide con el limite en el
punto.

NSERENT-N

b) Discontinuidad de salto finito (tipo II). La funcién existe en x =3, pero los limites laterales, aun-
que existen, son distintos.

¢) Discontinuidad de salto infinito (tipo I). Tiene un asintota vertical por la izquierda en x = 3.
d) Continua.
e) Discontinuidad de salto infinito (tipo I). Tiene una asintota vertical en x = 3.

f) Discontinuidad de tipo III. La funcién no estd definida en x = 3, pero existe el limite en dicho
punto.

2 Cada una de las siguientes funciones tiene uno o mds puntos donde no es continua. Indica cuéles
son esos puntos y el tipo de discontinuidad:

a) b) a) Discontinuidad de tipo Ill en x=—1.
4 21—
2/ - Discontinuidad de salto finito en x =4 (tipo II).
/ T T \_zh -t b) Discontinuidad de salto infinito en x =1 (tipo I).

-4 -2 2.4
Discontinuidad de tipo IIl en x = 2.

©) p d ¢) Discontinuidades de salto finitoen x=0 y x=3
1] PR (tipo TI).
2 : i
—_— -4 =2 12 4 d) Discontinuidades de salto infinitoen x=-2 y x=2
-4 |2 2.1 4 & (tipo I).
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3 Comprueba que solo una de las siguientes funciones es continua en x = 1. Explica la razén de
la discontinuidad en las demas:

o= 8

x+2 si x<1

2) 6 = {3 si x>1

si x<1 1

3 six21 DS =

x—-1

O f) = {‘2
.

a) La funcién no estd definida en x = 1. Por otro lado:

lim (x+2)=3
J{z_)ml fx) = lim 323 Luego existe ng_)ml fl) =3

x—1*

Por tanto, tiene una discontinuidad de tipo Il en x = 1.
b) £(1) =-1
f e = Jme=2

En este caso, tiene una discontinuidad de tipo IV.

of(l)=1-3=-2
/z’nlz_—2=—2
agl—»ml [l = [z’nlz+ (x—3)=-2

Esta funcién es continua en x = 1.

d) La funcién no estd definidaen x = 1.

, 7 B G
lin 0= fy Ly

*Six—1° (f(x)={=_) F() = —oo

*Si x> 17 (f(x)=i=+> Fx) = +oo

+

La funcién tiene una discontinuidad de salto infinito (tipoI) en x = 1.

4 Indica para qué valores de IR son continuas las siguientes funciones:

a)y=yx2+2 b)y=# 0y=45-2x

x4+ 357
dDy=n(x+4) e) y=23"% f)y=|x-5|
a) Continua en R.
Su dominio de definicién esR y su expresion analitica es elemental.
b) Veamos si se anula el denominador de la fraccién:
x443x3=0 = x3(x+3)=0 = x,=0, x,=-3
La funcién es continua en su dominio de definicidn, es decir, en IR — {3, 0}.

¢) Para calcular su dominio resolvemos 5 —2x > 0. El intervalo solucién (—oo, %] es el conjunto de
valores donde la funcién es continua.

d) La expresion analitica de esta funcién es elemental, luego es continua en su dominio, es decir, en

(_4) +°°)-
e) Andlogamente al caso anterior, es continua en IR porque siempre estd definida.

f) Es continua en IR porque siempre estd definida y su expresién analitica es elemental.
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5 Sobre la gréfica de la siguiente funcién f(x), halla:

3 / )

D lm @ b I fo) O lim f)
Ol fo) O limfe) 6 lim f
a) +oo b) —oo c) 2
d)o e)3 £)0

6 Relaciona cada una de estas expresiones con su gréfica correspondiente:

a) ng;n% Jx)=2 b) lzzn S =4 o lz’_{n J(®) no existe

ST AN

234\/ 234

:Alguna de ellas es continua en x = 3?2
a) 111 b) I oll

Ninguna es continua en x = 3.

7 Calcula los siguientes limites:

2 tinfs-5) D fim 9l ) g7
e) x@zm £) lim log, x g) lim cos x h) lim e*
a)5 b) 0 o) -2 d) 2

e) 2 f) 2 g1 h) ¢2

2 .
8 Dada la funcién fi(x) = {x +1 s% x<0, halla:

x+1 six20
) dim, o)
b) lim f)
o lim f(x)

a) 5
b) 4
c) lz’ng_ fx) = ll'n(;z+ fx) = x/% flx)=1



Unidad 6. Limites de funciones, continuidad VAWANTANSAC HILLERATO:

Matematicas aplicadas a las Ciencias Sociales |

y ramas infinitas

9 Comprueba si las siguientes funciones son continuas en los puntos que se indican:

3—x six<-1 1 si x<1
= =_1 = =1
a) f(x) {x2+3 si x>-1 en x bf® {2"‘1 si x>1 o
Vi—x six<0 2-x si x<2
= =0 d = =2
.St {x—Z si x>0 enx )@ 2x—6 si x22 o

5-x six<3

e)f(x):{ 2 G xs3 en x=3
x—2 -

Todos los puntos analizados son "puntos de ruptura”, luego los limites en ellos se estudian mediante
los limites laterales.

a) f(-1) = (-1)*+3=4
11’7}11_ (B-x)=4
ng_)ml fx) = 11,7,’11+ (2+3)-4 La funcién es continua en x = —1.

b) /(1) no estd definido.
lim 1=1
x—1"

lim 2*-1=1
x—17*

La funcién tiene una discontinuidad del tipo Ill en x = 1.

ICE

-2

lim J4—x=2

x—0"
lim (x-2)=-2
x—0*

Q) F0)=0-2

La funcién tiene una discontinuidad de salto finito (tipo II) en x = 0.

lz’n% fx) =1

df@)=2-2-6=-2

/z'nzz_ (2-x%)==2

x/’_{’”z fx) = lz’n; (2x—6)=—2 La funcién es continua en x = 2.
X —
) f(3)= 525 =2
([ lim (5-x)=2
x—3"
ll'm3 fx) = D) La funcién es continua en x = 3.
X — —

x—3* x—2
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10 Estas funciones, ;son discontinuas en algiin punto?:
si x<3

_J1-a? si x<1 _)a? s x=-1 _ 3 six<2 _J2x-3
a)f(x) B { b)f(x) h {—1 si x c)f(x) - d)f(x) B {«/Jf.’) si x>3

x—-1 six21 =-1 x six=2

4
X

a) La funcién estd formada por un trozo de pardbola y otro de recta, luego el tnico punto posible de
discontinuidad serfa el punto de ruptura. Estudiamos la continuidad en él.

f1)=1-1=0
/z’nlz_(l—xz)zo
ng_)ml S = lz'nlz+ (x-1)=0

La funcién también es continua en x = 1, por tanto, no es discontinua en ningdn punto.
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b) Esta funcién coincide con la pardbola y = x? salvo en el punto x = —1. Luego tiene una disconti-

nuidad de tipo IV en dicho punto.

¢) La funcién estd formada por un trozo de hipérbola y otro de recta, luego el tnico punto posible de
discontinuidad seria el punto de ruptura. Estudiamos la continuidad en él.

f2)=2

[z’ng_%:Z
lim f(x) ="~
xﬂzf 11’7}21+x=2

La funcién también es continua en x =2, por tanto, no tiene discontinuidades.

d) La funcién estd formada por dos trozos de funciones cuyas expresiones analiticas son elementales
(correctamente definidas), luego el dnico punto posible de discontinuidad serfa el punto de ruptu-
ra. Estudiamos la continuidad en él.

f(3) no estd definido.

lim 2%=3=1
, _ x—3" _ . . . .
xlz_;?fé fx) = 11’7;31+ 320 En el punto x =3 hay una discontinuidad de salto finito (tipo II).
2x si x<3
L4 — 2 .
11 Dadala funcién f(x) ={ x2-9 six>3 calcula:
x°—3x
a) lz’nf) S b) lz'n% S c) lz’ng S

a) Como 0 < 3, lz'nf(l) fx) = 11'74%290 =0.

b) x =3 es el punto de ruptura. Usaremos limites laterales.

11’7}32_ 2x=06
lim_f(x) = 2
x=3 lim X = 2_0 — Indeterminacién.

x—=3* x2_3x 0

Para calcular el limite por la derecha necesitamos simplificar la fraccién:

¥*-9 (x+3)x—3) x+3

x2—3x  x(x=3) x

= lim X3 _ 9
x—3* x2_3x x—3* X

Luego los limites laterales son distintos y lz’m3 f (%) no existe.
e

2
¢) Como 5 > 3, j%f(x):jg% ;2_—39x =%.

x*-2 six<-1
12 En la funcién f(x) =13x-1 si-1<x<4 halla:
4/x+3 si x24

2 lim f) b) lim 9 lim )
a) x=—-1 es un punto de ruptura. Usaremos limites larerales para calcular el limite.

lim (x*-2)=-1

1
lim f(x)=1" Por tanto, no existe el limite.
x—»—lf( ) /z’rizl+(3x—1)=—4 ’
et
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b) x =4 esun punto de ruptura. Usaremos limites laterales para calcular el limite.
lim (3x—1)=11

X —

xlz_}nfif(x)= 11,774%(4‘/;*_3):11 Por tanto, xlz_}nzf(x):ll

c¢) Como 9 > 4, lz'n'éf(x) = lz’m9(4«/;+3)=15

13 Calcula los siguientes limites:

. 4 . 2x%+3x s | |
D e R iy d om

, o x+2 ) I X*—x-2 , x+3 h) x*-1
e)xli"-lzxz—4 )A{l—’mz x—-2 g)J'flf’"-z3x2+4.9«¢+3 )’{l—’"%xz—l
a) lim dx lim 4x -2

xﬂ0x2_2x x—0 x(x—z) -

b) Zl’n’(l) 2X2; Sx _ Zl’m X(ZX + 3) _ 3

x—0 X
2 _
coxt1 g e+l (1)
O fme T e Ty 2
3 3 2 _
x4l x4l g D) —x+1) 3 _
d xli”zl rx xlin—ﬁl irx xlin—zl x(x+1) o1 3

x+2 _ (x+2) _
x—=-2 52 _ 4 _xlinEZ x+2)(x—2) -

1
4

£) lim E=x=2 _ [y G DG=2) g

b Sy S S PR
, x+3 5 (x+3) 1
g) xliﬂ:l?) x2+4x+3 B xl—l>n—13 (x+3) (X+1) T2

h) /z'mx4—_1 = [z’m w =2

i-lx?—1  x-l x2—1

14 Resuelve los siguientes limites y representa los resultados que obtengas:
2
/ X
a) lim
) x—1x-1

/ x2+x
bl o
, x*
c lim
x—-2x2 4 2x

3
7 X
9 5% x* 1042

2
1 X _—1 = oo
DT :

“Sixo 17 5 (f=L=) f() >

S xmo 10 o> (f9-20) £ 0o
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2
b) lim X +X =9 _, Indeterminacién. \
x—0 x2 0
x2+x:x(x+1) :x+l; lim x4+ x - lim x+1 _ 1 _
xz xz X x—0 X x—0 X 0
*Six—>0 — (f(x)=i=—) fl) > —eo
eSi x50 — <f(x)=i=+> F) = +oo
' \
|
2 4 /:
, X I S |
9 x/in_zz +2x 0 * [
|
eSi x> -2 — (f(x):1:+) F() = 400 -
|
“Six> 2" 5 (f=t=r) f() > o i
|
/
, x5 0 . .
d) lim = Indeterminacidn.
x=0 x4 _10x2 O \
P X3 __ X
x—10x2  x*(x?-10) x*-10
lim — X _ |y _0
A 0k T x0 210
f(0) no estd definido.
Si x<0, f(x)>0 ysi x>0, f(x)<0 \

15 Calcula los siguientes limites y representa los resultados que obtengas:

. x*-x-6 . x2—3x+2 , X2 —2x
a) im2—2—2 b) lim=—~—>=2"% c) lim
)x—'3 x? - 3x )x—'1x2—2x+1 )x—'0x3+x2
3..2 4 2
d) lim ;‘A e) lim*% —1 f) lz’m22x7_8
x=-1x%4+2x+1 x—1 x-1 *=2 x%—4x +4
2
a) lim x=x=6_0 _ Indeterminacidn.

=3 x2-3x 0

X2 —x-6 _ (x+2)(x-3) _x+2
x* —3x x(x—3) x

2
x 2—x—6 - lim x+2 _
x—»3 X _3x x—>3 X

>
3

Dando a x valores préximos a 3 podemos averiguar
cémo se acerca por ambos lados.
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2
b) lim X -3x+2 _0

— Indeterminacién.
=1 x2_2x4+1 O /}
2 _ _ |
Simplificamos: * —3x+2 (-2l x-2 I
x2=2x+1 (x-1)2 x—=1 :
2
o X =3%+2 0 _ g ox=2 _ |
fim 22+l 0 a1 x-1 i
|
Sixo 1 5 (fg=T=4) f@) > oo |
/
eSixo 1t (f(x)=:=_) F) = —o |
+
2
o x“=2x _0 g
19) xl% .20 — Indeterminacién.
—2x _xx=2)  x-2 /
WBex?t x2(e+l) x(x+1)
2
Y Xo=2% g, x=2 =22
x% x3+x2 X% .X'(x+1) 0 *
“Si x>0 = (flg="=+) ) = +eo
“Si x> 0" - (f(x)=:=_) F) = —oo /
+
. %3+ x? 0 Y
d) lim 2% -1 — Indeterminacién. |
x=-1x242x+1 O |
X3+ x* _ Xz(x+1) _ x? :
2+ 2x+1 (x+1)2  x+1 :
P ;
x=-1 x242x+1 x=-lx+1 0 -1
|
eSix—>-1" > (f(x):iz—) flx) > - :
\
eSi x> -1t o (f(x):1:+) F() = oo |
+
e) lim A-1_0 — Indeterminacién
x-1 x—1 0 ’ 4 ]1
4 2 2 2 _
=1 x J'(i)_(’i) DR +1)(;_+11)(x Do 2s s 1)
| . 2 1
im 22— = lim[(x*+ Dx+1)] =4
x—1 x—1 x—1

Dando a x valores préximos a 1 podemos averiguar
c6mo se acerca por ambos lados.

£) lim 28 0

5 = — Indeterminacién.
x=2x2_4x+4 0

2x2-8  2(x-2)(x+2) 2(x+2)

x2—dx+4d (x—2)2 x—2

2
lim —2%" =8 _ |y 2(x+2) S B
x=2 52 44 x—2 x-=2 0

“Sixo2 5 (fW=L=) f() >

. Si x> 2" (f(x):f:+) F3) = +oo \
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16 Calcula.
7 =5« o 3x +4 > 1+&* 3
i | L =2%. / 3x+4 . l+e* , Ao E
? A{t_’"%<x2+l) ) ’fl"mzlogz(xz+l> 9 9{% In(x+e) d) xlirizolog(Z 3x-5)
2-5x -3
a) /z'm<—72_5x) =<7_5'1> =1
x=1\ x“+1 1°+1
Bxid) 3244\
, X + .
) ac/%/o‘gz(x%l) :10g2< 2241 ) =

0
C) lz'm 1+¢* _ 1+e

e T 0+ 2 por estar definida y ser continua en x = 0.

d) x/{»nl/lo log (243x =5)% = log (243-10-5)3=3

M Limite cuando x — +o00 y x — —o0

17 Determina cudl es el limite cuando x — +o0 y cuando x — —co en las siguientes graficas:

a) \ b) / o ..

Q) i f) = oo

o )= 1
b) lim f(3) = oo
([ =0

o lim flx)=2

(om0 =2

18 Calcula el limite cuando x — +o0 y cuando x — —oo de cada una de las siguientes funciones.
Representa los resultados que obtengas.

a) f(x) = 2% — 10x b) fx) = x* -4 o) flx) =7 -3x dfx)=—x*+8x+9
e flx)=1-(x- 2)? f) flx) = 7x% — 3 gfx)=05 —x)? h) f(x) = (x + 1)3 — 242

a) x{{i;nm (x3 = 10x) = + o0

xl_)z’rfzm (x3 - 10x) = —

/




Unidad 6. Limites de funciones, continuidad VAWANTANSAC HILLERATO:

y ramas infinitas Matematicas aplicadas a las Ciencias Sociales |

b) xé{?’loo Vx?2—4 = + oo
lim x*—4 = +o0

X — —o0

\ /

0 x{{’;”m (7-3x) =—o0

xl_{?’i’ (7 - 3X) = +o0o

\

\

d) xéz)’rJrnm (—x? +8x+9) =—oo

im (—x2 +8x+9) = —co

/ \

e) xé{{rﬂw [1-(x-2)?=-

xé{?_ﬂ@ [1 - (X—Z)z] = —o0
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f) xé{fnm (7x% - x3) = —oo

xlz’m (7x% = x3) = +o0

\

g) lim (5-x)7=+eo

Jin, (5= = o

h) x{{;;nw [(r+ 1)° = 2x2] = +oo

xéinlo [(x+1)%—2x2] =0

/

/

19 Calcula estos limites y representa las ramas que obtengas:

, 3
a) lim ——
) x40 (p _1)2
, -1
C) xl—l!-’l-zoo x2_1
l/ 2x—1
o Jm e
g lim 2-3x

x—+00 x4 3

R
b) xl—zﬁ%" 3-x
d) lim

x — +00 (2—x)3

2
£) lim X +5

x—too ] —x

7. 3_2x
h) xl—l’rfm 5-2x

Resuelto en el siguiente ejercicio 20.
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20 Calcula el limite de todas las funciones del ejercicio anterior cuando x — —oo.

Resolucién de los ¢jercicios 19 y 20:

Y
, 3 3 4
a) lim =0 =
) (x —1)? ¥=e (x 1) 2
\X
—4 -2 2 4
2
—4
= 25
b) xl—lﬁ?oo _x xi—ooB—x =T /
/
Yo
4
3 -1 _ 3 1 _ 52
9 xl—l!{looXZ_l =0 xl—lfion_l =0 E X
—4 —2: 2 4
N 2 P
a4
d) lim =0 lim = et
) x—l>+oo (2—X)3 x—z>—oo (2—.96')3 /
Y
e) lim 20=1 _» 221 _, 4
x oo X+ 2 x>0 X+ 2 e
= . _/
—4 -2 2 4
2
4
2 2
m XA _ o X“+5 Lo
f) xl—l!{loo —x xé»—oo 1—x + \
N\
Y
4
2-3x _ _ 2-3x __
g X3 T 3 P 3 ?
-4 -2 2 4
B1AN
\_4
Mo
. 3-2x _ b, 3—=2x _ v
h) xl—lﬁloo —2x =1 xé@wS—Zx =1 5 ; N
o
4 -2 2 4
2
4
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21 Calcula el limite cuando x — +o0 y cuando x — —o y representa los resultados.

2

- = b) o) = 3% __ 1 ) Fl = 11242

Q) fl0) =" ) f() 17 c) flx) 2 10 ) f(%) 322
5-2x 1-x % — x? 3x2—T7x+2

= f = —= == = h =2 = =
) f) 22+l ) (2x +1)2 2/ 7 — 2 )£ 2x2 +4x -9
Para calcular estos limites debemos tener en cuenta la regla de los grados del numerador y del deno-
minador.
a) x{{'ﬁ”m xx—zl = tee xé»z’r—noo xx—zl =T

2 2
b) lm 3% -3 lim 3% -3
)x_{l;ﬂm (x_l)z x—lj/—rleo (x—1)2
_______ 3l____ ">
-~
R AT I T I
A/ \
2 2
&) lim 12122 4 i 12122 4
X — +oo 3x X — —o0 Sx
N | R
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e) lim 52—2x =0 lim 52—2x =0
x—too oy ] ¥=eo xf 4]
—
/
£) lim =% __9 i — =X
)x—>+oo (2x+1)? X (2x+1)?
/ \
3 2 3 2
ll’m —X = —o0 [lm X=X _ oo
g N X 7 x2 *
2 2
h) lim le /Z'mwzl
)x—’+°° 2x2 +4x -9 x=e0 D324 4x 9
1 ~
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22 Di cudl es el limite de las siguientes funciones cuando x — +o0 y cuando x — —oo:

. 3—-x six<0
2 si x<3
a)f(x)={5_x I D=1 2_ G vs0
x+1
a) lim f(x)= lim 5-x)=- b) lim f(x)= lim le =0
X — +o0 X —too X —+oo X4 X +
i, f0= i 222 i, 0= i ()= 1o
23 Di cudl es el limite de estas funciones cuando x — +c0:
-1 - =3 -2 -3_1
Q) fl)= "5 b) f(x) 224 c) flx) y d)flx) = 3 2
a) lim =0 b) lim =3 9 c) lim 2 9 d) lim (3 - L) =3
¥ooo =2 x=too w21 0x— 4 x=eo [y x—+oo x?
Pagina 179
M Asintotas
24 f Esta grifica muestra la posicién de la curva y = f(x) respecto de sus
— asintotas.

Di cudles son estas y describe su posicién.

* Asintota vertical: x =2
Si x—27, f(x) >+
Si x—>2%, flx) > -
* Asintota horizontal: y =3
Si x——o0, f(X)=3>0
Si x— +o0, f(x)—3<0

25 De una funcién y = f(x) conocemos sus asintotas y la posicién de la curva respecto a ellas.

si x > =17, flx) > +o si x = +00, flx)>-2
X =— . J’=_2 .
si x = -1%, flx) > +o0 si x = —00, flx)<-2

Representa esta informacién.
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26 Halla las asintotas de las siguientes funciones y sitiia la curva respecto a cada una de ellas:

__2x _x-1
a)y= x-3 b)y x+3
_ 2 __1
d)y— 1-x €y 2-x

a) Asintotas:
x=3; y=2
Y E&
__________ 2 \>
\ E
3 e

c) Asintotas:

x=4; y=-2

e) Asintotas:

x=2;9=0

C) y= 24x_+3

-4

b) Asintotas:
x=-3; y=1

d) Asintotas:
x=1;9=0

|/

f) Asintotas:

2'7 Halla las asintotas de las siguientes funciones y sitiia la curva respecto a ellas:

x* 3
= b =
)y X2 +4 )y x*+1

4
dy= X _ __ -1
)y x—-1 )y (x+2)?
a) Asintota: y=1
Y
______________ Lo
\ /
X

b) Asintota: y=0

Y
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) Asintotas: x=0; y=2 d) Asintota: x =1
Y Y E\
______________ 2 . :
\ /‘)
11 X
X :
e) Asintotas: x=-2; y=0 f) Asintotas: x=1, x=-1; y=0
. ‘ — ‘

f

28 Cada una de las siguientes funciones tiene una asintota oblicua. Héllala y estudia la posicién de
la curva respecto a ella:

2 fle) = 2 bft) = 3= g - B
Dfw = F2EZ2 g i - 203 £) f) - ‘22;‘2—_23
a) 3—2 =3x—-3+ 3 /

x+1 x+1

Asintota oblicua: y=3x-3

Bex—x*__ 1.3
b) . = x+1+x \

Asintota oblicua: y=—x+1

2
C) 4x —3 3

=2x— =
2x 2x /
11/
Asintota oblicua: y = 2x 11
d)x+x 2—x+4+ 10
-3 x-3 4
Asintota oblicua: y=x+ 4
4
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x2-2 x2=2 d

3 .
0 2x —3:2x+4x—3 i/

Asintota oblicua: y = 2x

“2x%+3 1 .
) =2 *2 _ _x_1 N
) 2 o N\

Asintota oblicua: y=-x-1

29 Halla las asintotas de las siguientes funciones y sitiia la curva respecto a cada una de ellas:

_(3-9?
a)y— 2x+2
2
b - X
)J’ Prx+l
3
x
C =
)y x* -4
_ 3x?
d)y— x+2
:le
1. 13 49/4 o A2
R ek v ’ oy
EN IR
Asintotas: x=—i; y:ix—ﬁ o=
2 2 4 14
,/\:
b) Asintotas: y=1 Y
4
~ 2
e g
-6 4 -2 2 4 6 X
-2
4
c)y=x+¢ 14 Y] \/
c+2)(x—2) A \7
Asintotas: y=x; x=-2, x=2 2 A
-6 —4 —:'2 2 4 6 X
At

d) Asintotas: x=-2; y=3x-06 \ 12/ /
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Para resolver

30 Calcula, en cada caso, el valor de %2 para que la funcién f(x) sea continua en todo IR.

a)f(x):{x2—4 si x<3 b)f(x)={6_(x/2) si x<2 o) F) = {(x +x)/x si x=20

x+k six>3 Pikx  six=2 si x=0

Q) o fi)=5- f3

ll'nél*f(x)=3+/e 5=3+k_)k=2

b) lim_ fiw)=5

ll/7/’21+f(x):4+2k=f(2) 5:4+2k — kzl/z

)l 0 = lig "

31 Calcula % para que las siguientes funciones sean continuas en el punto donde cambia su defi-
nicién:

a2 . x2-25 .
a)f(x):{ x“+kx si x<2 b) f(x) = 7x2—5x si xz5
k

k—5x six22 si x=5

a) Para que sea continua en x =2 debe ser lz’_r)nz flx) = A2).
A2) = k=10

Como x =2 esun punto de ruptura, calculamos los limites laterales (que deben ser iguales):

lzm f(x)— lzm (—x +hx)=—4+2k

lzm fx)= sz f(x)— lzm (k 53k —10 — —44+2k=k-10 > k=-6

Con el valor #=-6 se cumplen todas las condiciones para que f(x) sea continuaen x = 2.

b) Comenzamos estudiando la funcién en el punto de absicsa x = 5.

1) =
-25_0

lzm fx) = x[z_’ms x2—5 =0 — Indeterminacién.
x%-25 _ (x+5)(x=5) _x+5

x* —5x x(x—5) x

lim % x“=325 _ = lim x+5 =2

x—5 xz Sx x—5 X
Si £ =2, lafuncién es continua en x = 5.

Observamos que el denominador también se anulaen x =0, luego f(0) no existe. Ademds:

lim f) = lim iz:ifc % - oo
Por tanto, en x =0 tiene una discontinuidad de salto infinito (tipo I). En el resto de los puntos es

continua.
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32 Estudia la continuidad de las siguientes funciones:

V2—x si x<2

V@ =11 G2
" >
e si x<3

b)) = {logz (x-2) si >3

a) Las funciones de cada trozo son continuas porque son funciones elementales, bien definidas en sus
respectivos intervalos de definicidn. Estudiamos la continuidad en el “punto de ruptura’, en x = 2.

1
-1
f2 3
lim f(x)= lim y2-x=0
iim foy=1 " o — El limi i los limites lateral
im_ f(x)= imite no existe porque los limites laterales son
x—>2 lz'mz fx)= lim 1_1 pord
x—2*

ST diferentes.

En el punto de abscisa x =2 la funcién tiene una discontinuidad de salto finito (tipo II).

b) La funcién estd formada por dos trozos de funciones continuas porque sus expresiones son elemen-
tales y estdn bien definidas en sus respectivos intervalos de definicién. Estudiamos la continuidad
en el punto de ruptura, en x = 3.

laterales son diferentes.

fB3)=¢"=1
lim_ f(x)= /z’m_e3_x =e0=1
lim f(x)=1"" ’ i ) — El limite no existe porque los limites
x—3 lmé f(x)= lmg log, (x —2)=10g,1=0
x—3* x—3*

En el punto de abscisa x = 3 la funcién tiene una discontinuidad de salto finito (tipo II).

33 Determina a y b para que esta funcién sea continua:

3x+b si x<-2
Sx) =14 si 2<x<3

ax—2 si x>3

Estudiamos la continuidad en los puntos de ruptura.

ex=-2
f(=2)=4
lim 3x+b=—-6+b
A IO = tim 44

Por tanto, —6 + b=4 — b =10 para que exista el limite y la funcién sea continua en x=-2.

e x=3
f(3) =4
/z’n;_4=4
xh;”%f(x) - lz’7¢3¢+ax—2=3a—2

Por tanto 32—2=4 — a=2 para que exista el limite y la funcién sea continua en x = 3.

Si a=2 y b=10 lafuncién es continua en los puntos de ruptura. En los demds puntos también es
continua por estar formada por trozos de rectas.
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34 Calcula los siguientes limites:

a) lim x+3 b) lim 3x-5 c) litm 100x
xot00 4 x—+oo [12 1 x——co 3/,2

3/ .6 2
d) lim —3% o) lim VX =7% £) Iim 12X *1
Ni 2

x—10 fx—2 X— 400 g _

Calcularemos estos limites usando el criterio de los grados del numerador y del denominador.

a) lim dxe3 0 b) lim X=2 _3 o lim 100x _
X — o0 X X — +o0 X2+1 X — —oo 3x2
3/..6 2
d) [l’m 3x =0 e) ll/m x°—7x = 4oo f) ll,m V2X +1 _ ‘/z
¥ 4—X3 x40 Ly —2 X100 X —2

35 Halla las ramas infinitas de las siguientes funciones exponenciales y logaritmicas:
a) y=2%*3 b)y=1,5-1 y=2+e* dy=e*+1
e) y=log(x-3) fly=1-Ilnx gy=hQ2x+4) h)y=In(x*+1)
a) xéﬁ”m 2%*3 — 4oo (rama parabdlica hacia arriba de crecimiento cada vez mds répido).
xiirzo 2¥+3 - (asintota horizontal).
b) xé{;;noo (1,5=1) = +c0 (rama parabdlica hacia arriba de crecimiento cada vez més rdpido).
xé@o (1,5—1) =—1 (asintota horizontal).
<) xéz:{rnm (2 + €%) = +oo (rama parabdlica hacia arriba de crecimiento cada vez més rdpido).

xl_@o (2 + ¢*) = 2 (asintota horizontal).

d) lim (e +1)= lim <1+%> =1 (asintota horizontal).

X — 400 X — +oo e

lim (e*+1)= Ilim (1 + L> = +oo (rama parabdlica hacia arriba de crecimiento cada vez mds rdpido).
X — —0 X — —0 ex

e) Su dominio es (3, +oo).

xlz’rJrn log (x — 3) = +oo (rama parabdlica hacia arriba de crecimiento cada vez mds lento).
lz’m+ log (x — 3) = —co (asintota vertical).
x—3

f) Su dominio es (0, +o0).

xlz’rJrn (1 —/nx) = —co (rama parabdlica hacia abajo de crecimiento cada vez mds lento).
x[z’m (1 = /n x) = +oo (asintota vertical).

g) Su dominio es (-2, +c0).
xlz’m In(2x + 4) = +oo (rama parabdlica hacia arriba de crecimiento cada vez mds lento).
— 00
lim . In(2x + 4) = —oo (asintota vertical).
x—-2

h) Su dominio es IR.

xlz’m I (x?+1) = +oo (rama parabdlica hacia arriba de crecimiento cada vez mds lento).
— 400

xlz’m In(x% + 1) = +oo (rama parabdlica hacia arriba de crecimiento cada vez més lento).
—_— =00
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2+12 si 0<2<1
36 Lafuncién p(t) =182 _r—1

242

na de una playa desde la construccién de un dique (p en metros, ¢ en anos). Si la profundidad
llega a superar los 4 m, se tendrd que elevar el paseo maritimo.

el muestra como varia la profundidad de la capa de are-
si t>

a) Estudia si la profundidad es una funcién continua del tiempo.

b) A largo plazo, ;serd necesario elevar la altura del paseo?

a) La funcién estd formada por dos trozos.

La funcién del primero es continua por ser parte de una parabola.

La del segundo también lo es porque es parte de una funcién elemental bien definida para #> 1.

Estudiamos la continuidad en el punto de ruptura = 1.

Comprobamos si tZZﬂl p@)=pQ):

p(1)=3

L2 0= lin @+5)=3

Jim p(@) = i p0= i B=t=1 s

La funcién también es continuaen 7= 1.

b) Podemos estudiar el comportamiento de la funcién a largo plazo con el limite

, g 8 —r—1 _
i 9= i SE=1=1

La profundidad no llega a alcanzar los 4 m porque, si bien tiende a 4, los valores que toma son

8 —r—1 _4 t+1
24 24

Por tanto, no serd necesario elevar la altura del paseo.

inferiores a 4, ya que p(#) =

37 La siguiente funcién representa la valoracién de una empresa, en millones de euros, en funcién
del tiempo, #, en los dltimos 13 afios.

5-0,1¢ si 0<t<5
f(#) =1a+0,05(-5) si5<t<10
4,75+0,3(t—b) si 10<£<13

a) Calcula el valor de 2 y de & para que la valoracién de la empresa sea una funcién continua
del tiempo.

b) ;Cuél era el valor inicial de la empresa? ;Y su valor a los 13 afios?

a) La funcién estd formada por tres segmentos, luego su continuidad en funcién del tiempo depende
de lo que ocurra en los puntos de ruptura.

* Continuidaden x=5 — t/Z%S f@)=£(5)

fB)=a
lim_ f(t)= lim (5-0,17)=4,5
-5 t—5"

lim fi)= lim [a+0,05¢—5)=a| = “=%>
—5* r—5*

, e
rll—7>,n 5 f(t) N

t
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e Continuidad en x=10 — rli;nfo f() =£(10)

f(10) =4,75+0,3(10-6) =7,75-0,3b
lim )= lim [4,5+0,05(z-5)]=4,75
— 10~

t—10" t

IO i fo= i (4,7500.3(-8)=7.75-0,3p[ 7 777757030 = 6210
t—10* t—10*

Si a=4,5 y b=10, lafuncién siempre es continua.

b) El valor inicial es f(0) = 5 millones de euros.

El valor alos 13 anos es f(13) = 4,75 + 0,3(13 — 10) = 5,65 millones de euros.

38 Eltipo de interés anual que ofrece una financiera depende del tiempo que el cliente esté dispues-

6t

to a mantener la inversién, y viene dado por la funcién 1(z) = PR t> 0, en afnos.
+
a) Representa la funcién para un periodo de 10 afos.

b) ;A qué valor tiende el interés si la inversién se mantiene a muy largo plazo?

a) [ (¢) = t6—t1 =6+ % tiene una grafica similar a la de la funcién y = =1 desplazada en ambos
+ + x

ejes y estirada en el sentido del eje vertical.

Evaluamos en los extremos del intervalo de definicidn:

um=afum=%%zis

— N W A NN

X
12345678910

b) Si la inversién se mantiene a muy largo plazo, el tipo de interés tiende a:

Iim 1= Ilim 6 _
t—>+o0 t—+o0 p 4]
39 En una empresa se hacen montajes en cadena. El nimero de montajes realizados por un trabaja-

dor sin experiencia depende de los dias de entrenamiento segiin la funcién M(z) = % (z en
+

dias).

a) ;Cudntos montajes realizard al terminar el periodo de entrenamiento que dura 20 dias?

b) Halla la asintota horizontal y explica su significado.
a) Hard M (20) = 25 montajes.

b) lim 30t 30 y =30 es la asintota horizontal.
t=%e t 4 4

Significa que el nimero de montajes tiende a estabilizarse en 30.
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40 El nimero de peces de una piscifactoria evoluciona segiin la funcién f(#) = 50 + 10022 (¢ en dias).

£2+1

a) Comprueba que la poblacién aumenta la primera semana.

b) Averigua si el crecimiento serd indefinido o tiende a estabilizarse.

a) Calculamos una tabla con los valores de la primera semana.

t| o | 12|53 | 41|5]6
f(t)| 50 | 100 | 130 | 140 | 144 | 146 | 147

Podemos comprobar que el niimero crece pero de una forma cada vez mds lenta.

b) Para estudiar el comportamiento de la funcién a largo plazo podemos calcular  /im (50 + M) =150.

2 +1

Este resultado indica claramente que el crecimiento tiende a estabilizarse.

41 El coste de la produccién de x unidades de un articulo viene dado por la funcién
C(x) = 0,5x + 1000. El coste de una unidad depende del niimero de unidades producidas.

a) ;Cudl es la funcién que da el coste de una unidad si se producen x unidades?

b) Calcula su asintota horizontal y explica su significado.

a) El coste por unidad se obtiene dividiendo el coste de la produccién entre el nimero de unidades
producidas:

£ - Cix) _ O,Sx:ClOOO 0,54 1000

es el coste por unidad.
x

b) xé;m flx) =xé;m <0, 5+ M) =0,5 — y=0,5 eslaasintota horizontal.
+ 00 R X

Cuando el nimero de unidades producidas aumenta indefinidamente, el coste por unidad se esta-
biliza en 0,5, siendo siempre superior a esta cantidad.

42 Observa la grifica de las siguientes funciones y describe sus ramas infinitas, sus asintotas y la
posicién de la curva respecto de ellas:

a) Asintotas verticales: rectas x=2 y x=4.
Posicion:
Six—27, flx) > -
Si x— 2% f(x) = +e0
Six—4, flx) > -
Si x— 4%, f(x) = +o0

Asintota oblicua: recta y = % -1

Posicién:
Si x = +oo, fi(x) > %—
Si x— —o0, flx) < %—1
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b) Asintotas verticales: recta x = 1
Si x> 17, f(x) = +o
Si x> 17, flx) > —oo
Asintota horizontal: recta x= -2 en +oo
Si x— +oo, fi(x)>2

Rama parabélica hacia arriba de crecimiento cada vez més rdpido en —oo.

43 Representa, en cada caso, una funcién que cumpla las condiciones dadas.

a) lim f(x) = —oo; lz'?zrf(x) = +00

x—=2"

Jim f(0) =3, fx) <35 lim_f(x) = +oo
b) Asintota vertical: x =1

lz’nlz_ fx) = lz’nlz+ J(x) = —o0
Asintota oblicua: y=x+2
diferencia [f(x) —y] <0 si x — £oo

9] lz’mpf(x) = —oo; lz'ml_f(x = 400

Jim f0)=2, f)> 2 lim_f) =2, fx) <2

a) b)

Y]

3

44 Determina el valor de 2 y de b de modo que las rectas x=-1 e y= 5 sean asintotas de la

funcién f(x) = 42X+ 3, Después, representa la posiciéon de la curva respecto a ellas.

bx -4
* Para que larecta x=—1 sea unaasintotade f(x), el denominador se debe anular en la abscisa dada.
Por tanto:
b-(-1)—4=0 - b=—4
* Para que la recta y = % sea una asintota horizontal, debe ser . l_z’)nzoo flx)= %
, o ax+3 _ a . . . .
i f) = lim = G 4 = 4 Porserun cociente de polinomios del mismo grado.
_a_3 - s _ =6x+3
) — a=-6 — Lafunciénes f(x) = de 4
Posicién
* Respecto de la asintota x = —1:
L _ —6(-1,01)+3 _ , _
IZQUIERDA: x=-1,01 — f(~1,01) = 41004 =226,5 — xiz)n_zl_f(x)_+
o _ —6(-0,99)+3 _ , _
DERECHA: x =-0,99 — f(-0,99) = 4(0.99)—4 - 223,5 — xﬁn—ir flx) =
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* Respecto de la asintota y = %:

3 _—-6x+3 3_ -9
Calculamos f'(x) — 2 “dx—4 2 4(x+1)

3 <

(x = +00) = flx) — 5

0 — f(x) estd debajo de la asintota.

(x> —o00) = fl(x)— % >0 — f(x) estd encima de la asintota.
_ —6x+3 i Y]
V= a4 / i
3
- _____ a2l
g
-1 X

2 .
45 Dada la funcién f(x) = {x vax+h si x52’ calcula los valores de 2 y de & para que f sea
4x -2 si x>2

continua y su grifica pase por el origen de coordenadas.
Para que su gréfica pase por el origen de coordenadas, f(0) = 0.
f(0) = 4, de donde 4 =0.

La funcién es continua siempre que x = 2, porque estd formada por un trozo de pardbola y otro de
recta.

Ahora imponemos la continuidad en x =2, es decir, lznz fx) =f(Q2).
f@2)=4+2a
lim flx)= lim (*+ax)=4+2a

- x—2"

x—2

lim flx)= lim (4x-2)=6 - 44+24=6 > a=1
x =2 X2t

xll—7>nZ f(X) -
Si =1y b=0, lafuncién es continua y pasa por el origen de coordenadas.

46 Determina, en cada caso, cudl debe ser el valor de a para que se verifiquen las siguientes igual-

dades:

O it et b Jin 2T 2
2) ,{%;ﬁi? _ 2a5+3 N 245+3 —l = a=—4
b) x@f‘if;” e
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2 +2x2+9

4'7 Estudia el tipo de discontinuidad que presenta la funcién f(x) = 3 en x=3 yen
x

x=-3.
e Caso x=3

f(3) no existe porque se produce una divisién entre 0.

KO +2x249 (54) too

0

lim
x—3 xz _9

Estudiamos los limites laterales:

3 2
IZQUIERDA: x = 2,99 — f(2,99) = 2,997 +2:2,997+9

3 2
=-895,01 — [lim X *2x°+9 __

2,99%-9 x=3 x2-9
3.9, 2 39,2
DERECHA: x=3,01 — f(3,01) = 2 *+2:301749 _ 64501 5 sy 72 27+9 _
3,012-9 x>3t x2_9
En x =3 presenta una discontinuidad de salto infinito (tipo I).

* Caso x=-3
f(=3) no existe porque se produce una division entre 0.

3 2
Lim X2 +2x7+9

(Q) — Indeterminacién.
x— -3 x2 -9 0

X0 +2x%+9 _ (xz—x+3)(x+3) _ x2—x+3
x2_9 (x—3)(x+3) x—3

W +2x%+9 lim xz—x+3= 5

x>-3 x2_9 x—>-3 x-3 2

En x=-3 presenta una discontinuidad evitable (tipo III), ya que existe el limite pero la funcién no
estd definida.

Pagina 181

Cuestiones tedricas

48 ;Verdadero o falso? Justifica la respuesta y pon ejemplos.
a) Si no existe f(2), no se puede calcular xll;”i f).
b) Si no existe f(1), f(x) no puede ser continua en x = 1.
¢) Una funcién no puede tener mas de dos asintotas horizontales.

d) Una funcién puede tener tres asintotas verticales.

S

e) Si g(a) =0 podemos afirmar que y = el tiene asintota vertical.
g(x

f) La funcién y = 27" no tiene asintotas.

a) Falso. En una discontinuidad evitable de tipo III no existe la funcién en un punto pero s existe el
limite.

b) Verdadero, ya que no se cumple una de las condiciones de la continuidad.

¢) Verdadero. Si tuviera tres o mds asintotas horizontales, dos de ellas coincidirfan por uno de los ex-
tremos del eje OX vy esto es imposible porque la funcién no puede tender simultdneamente a dos
resultados diferentes.

d) Verdadero. Incluso puede tener infinitas asintotas verticales, como ocurre con la funcién y = g x.
e) Falso. Si f(a) = 0, puede ocurrir que la funcién tenga una discontinuidad evitable en x = 4.

f) Falso. Porque x/z’;;n 2% m Lo0 ylarecta y=0 esunaasintota horizontal cuando x — +co.

X — +00 2X
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49 Explica, en cada caso, cémo debe ser el numerador de la fraccién [lim ————— para que

§0

51

X — +00 2x2 _ Sx +3
el resultado sea:

a) +oo0 b) —c0 o0 d)3

a) Debe ser un polinomio de grados 3 o superior en el que el coeficiente del término de mayor grado
sea positivo.

b) Debe ser un polinomio de grado 3 o superior de forma que el coeficiente del término de mayor
grado sea negativo.

) Debe ser un polinomio de grado 1 o inferior.

2

d) Debe ser un polinomio de grado 2 en el que el término en x? sea Gx2.

Dada la funcién f(x) = ax” + bx"! + ... + b, justifica si son verdaderas o falsas las siguientes
afirmaciones:
a)Si a>0 y n es par, entonces xé@m f(x) = —co.
b)Si 2> 0 y n es impar, entonces xéirizw J(x) = +oo.
c)Si a<0 y n es par, entonces xé;ztw f(x) = —co.
d)Si 2<0 y n es impar, entonces xl_zfzzo0 J(®) = +o0.
a) Falso.
JJim f(x)= lim ax"=+co porque ax”>0 alser n pary a>0.
b) Falso.

Jim f(x) = lim ax"=—co porque ax" <0 alser n impary a>0.

¢) Verdadero.

JJim f(x)= lim ax"=—co porque ax"<0 alser n pary a<O0.

d) Verdadero.

JJim f(x) = lim ax"=+co porque ax”>0 alser » impary a<0.

3x-2 six<l
:Existe algtin valor de & para el cual sea continua la funcién f(x) = (4 si x=12
2x+b si x>1

Justifica tu respuesta.
La funcién no puede ser continua en x =1 para ningtin valor de 4 porque f(1) = 4.
lim f(x)= lim (3x-2)=1
x—=1" x—=1"
Por tanto:
* El limite existe, vale 1 y es distinto de /(1) =4 — Tendria una discontinuidad evitable (tipo IV).
O bien:

* El limite no existe por ser distintos los limites laterales — Tendria una discontinuidad de salto
finito (tipo II).
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Para profundizar

52 Calcula /lim_ 3x” 15 X —ax enloscasos >3 y 0<a<3. ;Para qué valor de a es el limite
x —

un niimero real? ;Cual es ese limite?

3x% —5x e 3x? —S5x —ax? +ax _ B-a)x*+(a—5)x
x—1 x—1 x—1
*a>3
—_— 2 p—
lim B-ax"+@-5)x _ —oo, ya que el coeficiente de x? serfa negativo.
X = oo x—1
*0<a<3
—_— 2 —_—
im B-a)x +1(d ¥ _ +o0, ya que el coeficiente de x? serfa positivo.
— 400 x —_—
2
* Para que el limite sea un ndmero real, el resultado de la operacién Sx—_le —ax debe ser un co-
x —_—

ciente de polinomios del mismo grado, es decir, el grado del numerador debe ser 1.

B-a)x?+(a—-5)x

x—1

lim (3x =5 3x) lim =2% __)
1 x>0 x—1

X —> +oo X —

- 3-42=0 > a2=3

53 Halla los siguientes limites (utiliza la calculadora).

, x3 , X , ex—l
2) Jim b i o Jm, =
, InQ2x+3) 3 4 , 2
d) lim, 2 e) lim (27-x%) f) lim (0,75" - x7)
3
Q) x=50 — 52 Z241-107 = lm X -0
e X oo X

b)x=1000 — 1990 _ 14476 - fim ¥ - teo

71000 x—+o0 [ x
50

Ox=50 - £ =1 _166-108% = [m €=l - oo
505 X — +oo xs

n(2-1000+3) ~7.6-106 Iim n(2x +3)
10007 S

) x=50 — 2°0-50°=1,13- 10" — lim (2*=x%) = +oo

d)x=1000 — =0

f) x==50 = 0,757~ (-50)* = 1,76 - 10° = lim_(0,75" —x?) = +oo

54 a) Halla /7
x—1 J—_

do (Jx+1) del denominador.

multiplica numerador y denominador por el binomio conjuga-

b) Con el mismo procedimiento, calcula lz'nfi ‘/3_42 .

a) lim

x—1 ‘/;_1

col _ G=DWxeD)  e-D(el) o x—1 .
1T WeohUee) T w1 et s e -

x—1 <Q) — Indeterminacidn.

0
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x—4 x—4 0
G2 (R-2)(xe2) g I

4:
‘/;_2=l’ 1 1

m =
x—>4«/;+2 4

lim
x4 x—4

55 Calcula los siguientes limites:
0 lig Je-2) by Jim ]

a) xl—{,;zloo |x—2| = xl_l?fm (x—2) = +o0

-d)(x+2) -d(x+2) Wr+2

& tim 1272

x—x00 Dy

Jim |x=2| = lim [~(x=2)] = lim (-x+2) =+

b) lim x|x|= lim x?=+eo lim x|x|= lim [x(-x)]= lim —x?=—-oo
X — +00 X — +o0 X — —c0 X — —0o X — —co
c) lim ] —X -1 lim [ = =-1
X— 400 x — _xat+oox_2 B X——00 xr — X——c0 5 _ 7 -
. |x=2 x—2 1 ER -(x-2) -x+2 1
d) x[—l>+oo X X — 400 X - ? xél]zioo X - x1—>—oo 2x T xSt e X :_?

56 Halla las asintotas de las funciones siguientes:

| 2| |« —2|
x—-2 x

a) f(x) = b) f(x) =

a) * Asintota vertical x = 2.

L |Six—>27, fly) o -
Posicién
Si x—2% flx) > +o0

¢ Asintotas horizontales:

lim 24| = lim A:Z
x—>+°<>x_

X — +oo X —
Larecta y=2 esuna asintota horizontal cuando x — +co.

lim |2+ =
X — —o0 X —

lim =2% _ )

X — —o0 X —
Larecta y=-2 es una asintota horizontal cuando x — —oo.
b) ® Asintota vertical x = 0.

Six—07, flx) > —oo

Posicién: §
Si x>0 flx) >+oo
¢ Asintotas horizontales:

-2
xlz’m [x-2] = lm =2 21
— 00 X

X — oo X
Larecta y=1 esuna asintota horizontal cuando x — +co.

)7 M=

X — —oo X

lim =X*2 _ )

X — —oo X

Larecta y=—1 es una asintota horizontal cuando x — —oo.
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Autoevaluacién

1 Calcula el limite de f(x) = {Zf - - xs3 en los puntos de abscisas 0, 3 y 5. Disi la funcién
X —x-7, x>

es continua en esos Plll‘ltOS.

f(x)={2x—5, x<3

x2—x-7, x>3
x[z’_;?%f(x)=2-0—5=—5
x/inél_f(x)=2-3—5=1
xh;néf(x)<x/£7‘31+f(x)=32—3—7=—1 No tiene limite en x = 3.

lim f(x) =5*-5-7=13
x=5
Es continuaen x=0 yen x=5. Noescontinuaen x =3, porque no tiene limite en ese punto.

2 Halla los siguientes limites:

a) lim2*-1 b) lim 1 o) lim—* _
x—0 x—>5 x+4 x—»4(x_4)2

. ax—1_~o-1_ 1
a) fim 2" =27 =

b) it 1L _1
)xl—'m5 x+4 J49 3

<) lz’m4 ( x4)2 =+o00 (Si x > 4" osi x—> 4, los valores de la funcién son positivos).
x—4 (x —

e
<

//i b1
X \\X

Sobre la gréfica de estas dos funciones, halla, en cada caso, los siguientes limites:

lim f;  lim f);  tom f@s  lim_ )

lz’rgz_ Slox)=+ oo
a) x[l_% f(x) < x[;”;+ A= oo No tiene limite en x = 3.
lz’mzf(x) =1 xérfwf(x) =0 xérﬂwf(x) = oo
b) /z;m3 flo)=0
lz'nét_ flx)=3
xll__mzf (%) < "l;g A=l No tiene limite en x = 2.
iy f ==

Sm_fe) =3
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4 Halla las asintotas de la funcién f(x) = 2r+1 y estudia la posicién de la curva respecto a ellas.
x

4 —
El dominio de definicién de f(x) es IR - {4}.
* Estudiamos lo que ocurre en x = 4:

/zm f (x) = lzm 2x +1 % =+00 — Larecta x=4 esuna asintota vertical.

 h—x
Posmlon.
IZQUIERDA: x = 3,99 — % - 898 — /ﬁ”i—% - too
DERECHA: x = 4,01 — 24%’% =902 — xlim+% -
* Asintotas horizontales:
x[_l?fw f) = x/_l:@m % =—2 — Larecta y=-2 esuna asintota horizontal.

Posicién:

Calculamos f(x) — (-2) = 24x +; +2= 7 E) .

Si x — +o0, f(x) —(-2) <0 — La funcién estd por debajo de la asintota.

Si x = —oo0, f(x)—(-2) >0 — La funcién estd por encima de la asintota.

-2 ix<l
5 Justifica qué valor debe tomar 2 para que la funcién f(x) = {ax St ¥=" seacontinuaen R.

4x—2a si x>1

ax—2 si x<1

flo) = .
4x—2a si x>1

La funcién es continua para valores de x menores que 1 y mayores que 1, porque ambos tramos son

rectas.

Para que sea continua en x = 1, debe cumplirse: lz’ml flx)=£(1)
X —

f(Q)=a-2
/mlz_f(x) a—2
;gl—»ﬂi f < lm11+ flx)=4-2a

Para que exista el limite, debe ser: 4 —2=4-2a — 34=6 — a=2

6 Halla el limite de f(x) = %xZG cuando x — 35 x — 25 x — +00;5 x — —oco y representa la in-
x* —5x+
formacién que obtengas.
. X -3x* _ 0
x[l—'m3 x*-5x+6 O
T X 2(x—3) X2
Simplificamos: -2 (-3) " x_2
lim =3 g, X =9

m
x—=3 x2_5x+6 T x=3x-2
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lim  flx)=—oo v| A
. I X3 — 32 L x2 x—2" E
x[l—»mzx2—5x+6 _xll—»mzx—2 < 11'7721+f(x)=+oo ? \ /
3 2 2 i
* lim ’;_i = lim X = 4oo :
X0 xZ_Sx 46 XA x—2 !
5_3.2 2 5
o lim 5% —53x e lim xx 5 = / ; R
X== x% —S5x + X X — D3
\
7 Representa una funcién que cumpla las siguientes condiciones:
a) lz’m2 flw) =—c0 b) lz’m2 . S(x) = +o00 ©) xl_zirizoo fx) =0 d) xl_»z';zz(ﬂ flx) =2

Y

______________

8 Estudia las ramas infinitas de f(x) =

X 5 Y sitda la curva respecto a su asintota.
x F—

Como el dominio de f es IR — {2}, estudiamos la existencia de asintotas verticales:

2
ll'mz fx) = ll'ﬂ12 X = <i> =too — Larecta x=2 esuna asintota vertical.
X — X —

x—2 0
Posicién:
1,992 , x?
i cx=1,99 » =22 =-396,01 - / =—oo
IZQUIERDA: X 99 1,992 39 xi”f— )
e precra: v= 2,01 = —201 L 40601 5 lim —F - 4o
2,01-2 x—2t x—2
2
Por otra parte, f(x) = —*—=x+2+ 4 5 larecta y=x+2 esunaasintota oblicua de la funcién.
x

-2 x—2
Posicién:

Calculamos f(x) — (x + 2) = x%:

*Si x> +o0, f(x) —(x+2)>0 — Lafuncién estd por encima de la asintota oblicua.

*Si x > —o0, f(x) — (x+2) <0 — La funcién estd por debajo de la asintota oblicua.



