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Movimiento de una particula

Un investigador, para estudiar el movimiento de una particula, la ha iluminado con destellos de flash
cada décima de segundo (0,1 s) durante cuatro segundos. Esta es la fotografia a tamafio real:

1. Aproxima la velocidad de la particula en el instante #=2 s hallando su velocidad media en los
intervalos [2; 2,5] y [2; 2,1]. Para ello, toma medidas sobre la fotografia.

2. Calcula las velocidades medias anteriores tomando valores sobre la ecuacién del movimiento de
dicha particula: s = %(t4 - 823 + 1882
3. Halla ahora las velocidades medias en los intervalos [2; 2,001] y [25 2,000001] tomando de nuevo

valores sobre la ecuacién del movimiento de la particula. ;Podemos considerar que esta dltima
velocidad media es muy parecida a la velocidad instantdnea en #=2s?

1. La distancia que separa los puntos en los instantes =2 y #=2,5 es de 12,5 mm, luego la velocidad es:

102,’55 =25 mm/s = 2,5 cm/s
La distancia que separa los puntos en los instantes =2 y #=2,1 esde 3,5 mm, luego la velocidad es:
35 _ _
o1 " 35 mm/s = 3,5 cm/s
.
2. ;1=%(24—8-23+18-22)=12cm 139819
SN y1=—3’085_ =2,56cm/s
sz=%(z,54—8-2,53+18-2,52)=13,28cm ’
f1=12em 12,3712
oy, =22/ 02 3 77 em
s3=%(2,14—8.2,13+18.2,12)=12,37cm "2 0,1 o
3- 51 =12CIIl
p= 12003997 -12 _ 5 997 /s
54=%(2,0014—8-2,0013+18-2,0012)=12,003997cm 0,001 ’
sp=12cm

~12,000004 —12

_ ~4cm/
55 =2-(2,000001% - 8-2,000001° + 18- 2,0000013) =12, 000004 cm ¥=770,000001 me

Si podemos considerar que esta tltima velocidad es muy parecida a la velocidad instantdneaen #=2s
porque el intervalo de tiempo transcurrido es tan solo una millonésima de segundo.
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E Medida del crecimiento de una funcidn
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Hazlo ti. HallalaT.V.M. de y= yx -1 en [1,2], [1,5] y [1,10].

TV.M.[1,2] = f@;:{(l) - ﬁ;@ =1

CfO-AD -0 4
TVM.[1,5) = £ s 220

A=A F-5
T.VM. [1, 10] = T0=1 = 5 =3

1 ;Verdadero o falso?
a) La T.V.M. mide el crecimiento medio de una funcién en un intervalo.

b) Si f es creciente en [a, b], su T.V.M. en ese intervalo es positiva, y si es decreciente, su T.V.M.
es negativa.

¢ SilaT.V.M. de f en [a, b] es 0, significa que f es constante en [, b].
a) Verdadero.

b) Verdadero. El signo de la T.V.M. depende solo del signo del numerador. Si f es creciente f(6) > fla),

luego el numerador es positivo. Si f es decreciente, f(b) < f(a), luego el numerador es negativo.

c) Falso. Solo podemos afirmar que f{a) = /(). Esto no quiere decir que sea constante.

2 Halla la T.V.M. de la funcién y = x> — 8x + 12 en los siguientes intervalos:
(1,2], [1,3], [1,4], [1,5], [1,6], [1,7], [1, 8]

TVM. [1,2] < J2= D _0-5 _ 4

2-1 1
A1) 35
T.VM.[1,3] = 31 == =—4
@) 45
TVM. [1,4] - L5522 =222 - 3

Cf-f1 3.5
TVM.[1,5] = S50 = =022 <)

T.V.M. [1, 6] = ﬂ%:{(l) - 0;5 -1

TVM. [1,7] = f(7;:{(1) - 585 -0

8- 12-5
TVM.[1,8] = S5 - 2222 <
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3 HallalaTV.M. de y= x% —8x + 12 en el intervalo variable [1,1 + h].

Comprueba que, dando a h los valores adecuados, se obtienen los resultados del ejercicio anterior.

(1+h)- A1) (1+h)2-8(1+h)+12-5 h2_6h _h(h-06)

T.V.M.[l,1+h]=f A 0 o 0 =h-6

Dando a h los valores 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 se obtienen los resultados del ejercicio anterior.
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4 En la grifica, en verde, de la funcién y = f(x) adjunta, se han sefialado cinco puntos: 4, B, C,
Dy E.

En cada uno de ellos estd trazada la recta tangente, cuya pendiente se puede calcular.

Expresa los resultados utilizando expresiones del tipo:

Fl@)=...

Por ejemplo, para el punto B:

f1-3) = ...
PUNTO PENDIENTE

4 fe8) -3

B fe3)==

C F1)=-1

D AOEES

E £1(10) =2
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B Obtencion de la derivada a partir de la expresién analitica
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Hazlo ti. Halla la derivada de y = 3 5 en los puntos de abscisas 1, -1y 5.

X —

f1+h)— A1)

S = iy

3 3

A =T =1
__3 __
f(l)'l-z' 2

3 (3.3
fleby= A =2 —3)= 2

3h
fU+h-fD) -1 _ 3
h " h h-l

1, _ , 3 _
f0= 2y =3

Ol A
S0 = o h

3 3
T T

__3 __
D=5 =1

3 _(1y._h
fietah) = firl) =2 - )= B

h
fi=l4h)- A1) ho3 g
h " h " h-3

"_ _ Iz #=_L
SN =53

e S5 = f5)
£O= i 5

_ 3 3
S5 +h)= 5+h—2 h+3

.3 .
f6) =575 =1

_ 3 4_ -h
f(5+h)_f(5)_h+3 1_h+3

—h
f6+h)-f5) he3 _ 1

h h ~ h+3

k»|»—‘

19 4l
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2
Hazlo ti. Halla la derivada de y = % + 7x en los puntos de abscisas 0, 1, 2, 3, 4y 5.

(x+h)?

fx+h)= 3

+7(x+h)=x—2+xh+h_2+7x+7h
2 2
fle+h) - flx) = x?z+xh+h72+7x+7h—(x72+7x>=xh+h72+7h

h2
flc+h) = flx) xh+T+7h )
b = b —x+5+7

Sl +h)— flx)
h

= lim <x+£+7>:x+7
h 2

—

f16) = lim
FO)=0+7=7 f()=1+7=8  f@=9 fG)=10 fd=11  f(5)=12

1 ;Verdadero o falso?

a) La derivada de una funcién, y = f(x), en x=a es la pendiente de la recta tangente a la gréfica
de la funcién en ese punto.

b) f'(3) = 0 significa que la tangente a la grificade y = f(x) en x=3 es paralela al eje X.

©) Sif'(2) > 0, entonces f es creciente en el punto de abscisa 2.
a) Verdadero.
b) Verdadero. La pendiente de la recta tangente en x =3 es cero, luego la recta es horizontal.

¢) Verdadero, debido a la inclinacién de la recta tangente a f en ese punto.

2 Halla la derivada de y = % en el punto de abscisa —2.
f(=2+h)- f(-2)
h

f'e2) = lim

_ 1 1_-2+h+2__ h
S 2= f(2) = e 2(02+h)  2h—4

h
240 -f2 . R4, 1 1
h i S el i X s

re- o,

3 Halla la derivada de y = —2x + 4 en los puntos de abscisas -3, 0, 4 y 7. Explica por qué obtienes
en todos los casos el mismo resultado.

f=3+h)— f(-3)
h

°f’(—3)=hlz;m0
F(B+h) —f(-3)=2(3+h)+4-10=6-2h—6=—2h
3= lim =20 __

Fed = -

o f)=f0)
Fo- in FETE

F(B)—f(0)=—2h+4—4=—2h

0) = lim =2h __
£ i -
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o rnay g SH+h) = f(4)
i o TS

Fh+h)—f4) =24 +h)+4—(-4)=—-8—2h +8=-2h

4) = lim —2h __
i - i o

f7+h)- A7)

A —

f(7+h)—f(7)=-2(7+h) +4—(-10) =14 - 2h + 14 = 2h

T
f 0= fm===2

Como la funcién es una linea recta, crece o decrece siempre de la misma forma y al ser la derivada una
forma de medir el crecimiento de una funcidn, esta debe valer lo mismo en todos los puntos.

4 Halla la derivada de y = 3x? - 5x + 1 en los puntos de abscisas -2, -1, 0, 1,2, 3, 4,5y 6.
Calculamos la derivada de forma general y la evaluamos en cada uno de los puntos pedidos.
o faeh)— i)
1) = i S =
fx+h)—f(x) =3(x+h)?-5(x+h) +1 -(Bx*-5x+1) =
= 3x2 + 6xh + 3h2 = 5x— Sh + 1 — 3x% + 5x— 1 = 3h? + Ghx - S5h

2
fmo=g%§£;ﬂﬁ£:ﬂl=$@§m+6x-ﬁ=6x_5

h
fi2) =-17
f(=1) =11

£ =-5
F)=1

f@=7
£'3)=13
fi4)=19
£'65)=25

£1(6) =31
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E Funcidon derivada de otra
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y=fx)+5
1 ;Verdadero o falso?

Las rectas tangentes en un punto cualquiera, x,, a las grificasde y=f(x) e y=f(x) +5
son paralelas.

=1

Eso significa que las dos funciones tienen la misma funcién derivada. X,

Verdadero, porque al ser paralelas las rectas tangentes en cualquier punto, deben tener la misma pen-
diente en todos los puntos.

2 Halla la derivada de f(x) = xsj y; a partir de ella, calcula f'(4), f'(-1), £'(1) y f'(5).

3 3 x—2—-x-h+2
ferb=f iho3 wo3 _, eh-2GoD 3
h h h (x+h-2)(x-2)
(- g, JEF- ) -3 __ -3
S = fim, h = T 6D (x—2)2
4) = =3
f@==
(1) = =L
=3
f'1)=-3
(5) = =L
f6)= 3

3 Halla la funcién derivada de f(x) = yx—3 y calcula las pendientes de las rectas tangentes a la

curva en los puntos de abscisas x=4 y x=7.

flx+h)— flx) _ Jx+h-3-yx-3 _ Wx+h=-3-Vx=3)Yx+h-3+Jx—-3) _

h h h(fx+h-3+{x-3)
__x+h-3-(x-3) _ 1
h(Yx+h-3+yx—3) Yx-3+yh+x-3

vy _ oo Jaerh) - fl 1 _ 1
= o T e e 23
' 1
fi=1
7= L
-1

4 Halla la funcién derivada de f(x) = X+ X2
fle+h)= fln)  (e+h)?+(e+h)? (P +xH) 3 +3he?+3h%x+h3+h2+ 2hx+x2— 5% — 52
h - h - h

_ 3hx?+3h%x+h3+h?+2hx
- h

=3x2+3hx+h?+h+2x

Sl +h)— flx)
h

fx) = h/z'n% = l{z'n% (Bx? +3hx+ h2+ h+2x) = 3x% + 2x
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5 En la férmula que sirve para hallar la ecuacién de la tangente a la curva y = f(x) en un punto

y=fa) + f(a)(x-a)
di el papel que desempefia cada una de las letras que intervienen. La x es la variable indepen-

diente, ;de qué funcién?
a es la abscisa del punto en el que se halla la recta tangente.

fla) es la ordenada de dicho punto.

f'(a@) esla pendiente de la recta tangente o, también, la derivada de la funcién en el punto de abscisa a.
x es la variable independiente de la recta tangente.

y es la variable dependiente de dicha recta.
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E Reglas para obtener las derivadas de algunas funciones
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Lodats 906 BD(L)  9blE) @bl op[o]
a) D(x%) = 5x*

0D L)-Dlty=-23-22

e

0 D(3«/;>=D(xl/3)=%x(1/3)_l=lx_2/3= 1

3 32
3[2) - D23y 2,23 -1_2 ~13__2
d) D) =D(x R S
o D(‘/;'3‘/;)=D(x3/2-x4/3)=D(x5/6>=ix(5/6)—1 _5
2 ) 6 6Yx
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Hazlo ti. Halla la funcién derivada de las siguientes funciones:

A f)=5x"-2243x-7 b gW)=HBx-Bt b - ;;E

a) fi(x)=5-4x>—2-2x+3=20x—4x + 3
b) g(x) = V5 ¥x — 33 ¥xt = /5 x1/2 - 3[3 143

vy 2 1 n 3z 4o N5 4335
g0 =55« «/33x Sh 3 Ux

3x ~4/3
c) hx) = =3x
x2 X1/3

' 41 _ 4 4
9«32 b
% 3)* X

Hazlo tu. Halla la funcién derivada de las siguientes funciones:

_ 5% _x%-3x+1 X —5x%*+2x-1
a) f(x) = 125 b) g(x) = a3 c) h(x) = -

2) flx) = %(5‘%%625’6

’ _L X _/n625 x

f(x) = 125625 n625= 25 625
_ (2x=3)-(x*+x-3)—(x*=3x+1)-2x +1) _ 263 —x%—9x+9—-(2x3 —5x* —x +1) _ 4x2 _8x+8
(x%+x—3)2 (x%+x—3)2 (x*+x-3)2

b) ¢ '(®)

) h(ac)=9c2—59c+2—L
x

h'(x)=2x—5+ %
X
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Halla la funcién derivada de las siguientes funciones:
2 flx) =552+ 7x—2x

1 1
——=10x+7 ——
2Vx Jx

fx)=5-2x+7-2-
3 f(x) = 343 . €*
f(x)= B‘/Eexzﬁx3/2€x

f'(x) = «B(%x“ze"+x3/26">=«/§<%«/;€x+x xfx> = mfx<%+x>

4 fl)- oz

1 écosx
fo) = o5

f,(x)=L.(excosx—e"senx)Zx—excosx2x1n2=L.exm_cx_exsmx_exmsxlnz:
24 (2%)2 24 7%

1 € (cos x —sen x — In 2 cos x)

24 2

S5 f@) =x-3"-1gx

') =3"tgx+x-3"In3-1tg x+ x'23x
cos* x
6 f() - log, x
Y=k
1 1 . 41
i) = X 2~ 10n2x1= n?2 [0g2x=1—[n2[0g2x
x? x? x2in2
3
7 flx) = HE3E3
x
f(x)‘zx—%+x32=2x 5.1 3,52
' 5 3 5 6
=2+—=—+3.(-2 =2+=2_9
f(x) +x2+ ( )x +x2 x3
2
8 - X+l
16 x* -1
f'(x): 2X(x2_1)—(x2+1)2x:2x3_2x_2x3_2x: 4y
(x*-1)? (x*-1)2 (x2—1)2

9 f(x) = (sen x) <x2 + %)

f'(x) = (cos x) <x2 + %) + (sen x) (2x)
2
10 @ = cos x
oy 25 n2-cos x —2%(—senx)  2%(In2-cos x + sen x)
f16 = cos® x cos® x
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11 f(x) = 225

X
_1ex
f(x)—xS

xn5-1
2

’ 1 X 1 X X
f0) =55+ 5% In5=5
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Halla la funcién derivada de las siguientes funciones:
12 f(x) = sen (x2=5x+7)
F'(%) = 2x=5) cos (x* = 5x+7)

13 f(x) = 3 (5x+3)% = (5x + 3)?3

[ = %(5“3)—1/3.5:%
12 f(2) = sen? (35 + %)
(0?'=20
D (senz (Sx + %)) =J(sen ) = cos O
<3x + %>. =3
f(x) = 2sen (3x + %) cos <3x + %) -3 =06sen (3x + %) cos <3x + %)

También, usando la férmula del seno del 4ngulo doble, podriamos dar el resultado de esta otra ma-

nera:

f'(x) = 2sen (Sx + %) cos <3x + %) -3=3sen (6x + 1) =3 sen 6x

2
15 £ = logxx
2 log x : 2(1- /10 log x)
= RN -
e x £ x2 10

16 f(x) = cos 3x—n)
f'(x) = =3 sen (3x—m)

17 f(x) = y1+2x

v 1
f16 = J1+ 2%

18 f(x) =xe>*!
f'(x) _ €2x+1 +x€2x+1 _2=€2x+1 (1+2x)

19 _ sen (x2 +1)
AR
) - 2x«ll—xzcos(x2+l)+[xsen(x2+1)]/«/1—x2_ 2x (1= x%) cos (x* +1) + x sen (x2 +1)
- 1—962 - l(l_xZ)?)
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B Utilidad de la funcidn derivada
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Hazlo tu. Halla las rectas tangentes a y = x> — 2x? paralelasa y = —x.
Buscamos las rectas de pendiente —1:

F) =x?—2x2 = f'(x) = 3x% —4x

Las soluciones de la ecuacién 3x% —4x = —1 son las abscisas de los puntos en los que las rectas tangentes
a la grifica de la funcién tienen pendiente —1 y, por tanto, son paralelas a la recta dada.

3x2—4x=-1 — 3x%—4x+1=0 > x=1, x=L

3
x=1 —>f(1)=13_2-12=—1 - Rectatangente:y=_1.(x_1)_1 _>y=_x

3 2
x=% — f(%):(%) —2-(%) =—% — Recta tangente: y=—1~< —%)—25—7 - =—x+%
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Hazlo tu. Halla los puntos singulares de y = 2x> — 3x* — 12x + 3 y determina los intervalos donde
crece o decrece.

Resolvemos la ecuacién f"(x) = 0:
f1(%) = 6x% — 6x— 12
F)=0 = 6x2-6x=12=0 > x2—x-2=0 = x=-1, x,=2
f(1) =2(=1)> =3(-1)> = 12(-1) + 3 =10 — (-1, 10) es un punto singular.
f2)=2. 25-3.22-12.2+3=-17 — (2,-17) es otro punto singular.
Teniendo en cuenta las ramas infinitas:
lim f(x) = xéﬁ”m (2x3 = 3x2 = 12x + 3) = +o0

X — +00

xé@of(x) = xé’r_ﬂm (2x3 - 3x2 - 12x+3) = —oo

Tenemos que los intervalos (—oo, —1) y (2, +o0) son intervalos de crecimiento. En el intervalo (-1, 2) la
funcién decrece.

1 a) Halla las ecuaciones de las rectas tangentes a la gréfica de y = x* — 8x + 12x en los puntos de
abscisas 1 y —1.

b) Halla las rectas tangentes a la curva con pendiente 12.
a) Calculamos la derivada primera:
f(x) = 4x3 —16x + 12

F(1)=4-16+12=0

f(1)=1-8+12=5 } — Larectatangentees: y=0x—1)+5 = y=5
= —_— + =

fi(-1)=—4+16+12=24

F-1)=1-8-12=-19 } — Larecta tangentees: y=24(x+1)—19 — y=24x+5
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b) Hallamos las abscisas de los puntos en los que las tangentes tienen pendiente 12 resolviendo la ecua-
cién f'(x) = 12:

43 —16x+12=12 — 423 —16x=0 — x(4x?>-16)=0 — x=-2, x=0, x=2
e x=-2 — f(=2) = (-2)* - 8(-2)? + 12(-2) = —40
La recta tangente es: y=12(x +2) =40 — y=12x-16
ex=0 — f(0)=0
La recta tangente es: y = 12x
ex=2 > f(2)=24-8.22+12.2-=8

La recta tangente es: y=12(x—2) +8 — y=12x—-16

2 Halla el valor méximo de la funcién y = —x3 +12x + 3 enel intervalo [0, 3] y en el intervalo [-5, 3].

Halla el minimo en cada uno de esos intervalos.
Calculamos primero los puntos singulares de la funcién:
flx) = -3x2+ 12
F)=0 > 3x2+12=0 - x,=-2, x,=2
* En el intervalo [0, 3] evaluamos:
£0)=3 fQ2)=19 f@) =12
El mdximo se encuentraen x =2 y vale 19.
El minimo se encuentra en x =0 y vale 3.
* En el intervalo [-5, 3] evaluamos:
F(5)=68 f(=2)=-13 f(2)=19 f(B3)=12
El médximo se encuentraen x=-5 y vale 68.

El minimo se encuentra en x=-2 yvale —13.
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E Representacion de funciones
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1 Representa estas funciones:
a)y=2x>—3x2-12x+8 b) y = —3x% + 423 + 3652 - 90 Q) y=x*+4x3
Q) i) =6x2—6x—12=0 — x;=-1, x,=2

AV

Miximo en (-1, 15).

Minimo en (2, —12). [ Y

b) f'(x) = —12x3 + 12x% + 72x = —12x (x> —=x-6) = 0

pAUY)
x=0 L
141424 115 x=3 -
R T e
4 | A
Miximo en (-2, -26) y en (3, 99). / _:}

Minimo en (0, —90).

2
[y

=0
c) f'(x) =4x3 4+ 12x2 = 4x%(x+3) =0 <z=—3

Minimo en (-3, -27).

1Y)

o
D
\\\

Punto de inflexién en (0, 0). /
0 = e d)-0 < "0 2 ‘
f@=0 = Peed)=0 <77 \

Puntos de corte con los ejes: (0, 0) y (-4, 0).
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2 Representa las siguientes funciones racionales, siguiendo los pasos de la pigina anterior:
_ x*+3x+11 _ x?+3x _ X
a)y= x+1 b)y= x+1 9= x2+1
2 2
dyy=—1_ o)y X+2 £)yo 21
)y 22+l )y x?-2x )y x?
2) F(x) = (2x+3) (x+1) = (x* + 3x +11) _ 2?4+ 2x+3x+43+3 x> —3x 11 _
(x+1)? (x+1)?
2
SX 2B 22, xy=—4d B
(x+1) ] g
O
Miximo en (=4, —5). Minimo en (2, 7). 2
8 ' 4
Asintota vertical: x=—1 = 410
Asintota oblicua: y=x+ 2 ‘| 20
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oy (2x+3) (x+1) = (x? + 3x) 2%+ 2x+3x+3—x2—3x _ x*+2x+3 1
b) f'(x) = = = =0 -
(x+1)2 (x+1)2 (x+1)2 1.
10
Puntos de corte con los ejes: (0, 0) y (=3, 0) = = ]
Asintota vertical: x = -1 0
Asintota oblicua: y=x+ 2 0
2 — 2. 3 3 §
O F1() = 224 =x"2% 204 2x-2x | 2 ._g -
(x*+1)2 (x*+1)2 (x*+1)2 Tl — T |
Minimo en (0, 0). =4 | =2
Asintota horizontal: y =1 )
D) =—2 _ 5 x=0 2
(x%+1)2 R
Miximo en (0, 1). " ’2 —
Asintota horizontal: y=0 1
o) f1(x) = 2x(x? = 2x) — (x* +2) 2x - 2) _ 253 — 42 —2x3 + 2x% —dx + 4 _
(x? - 2x)2 (x2 - 2x)2
2 _ x1=0,73
_—=2x —4x+4=0_>x= 2i«/ﬁ=< 1 ‘
(x2_2x)2 2 X2=—2,73 4 |
Miximo en (0,73; =2,73). =
Minimo en (-2,73; 0,73). 4 =2 " 2 4
Asintotas verticales: x=0, x=2 1N
Asintota horizontal: y=1 [\
f) ® Dominio = IR — {0}
 Asintota vertical:
2
lim =1 __ &
x—0" X
5 x =0 es asintota vertical
lim % -1 __ &
x =0+ xz
* Asintota horizontal:
_x%=1 1 _ L., e asintota horizontal
y="——=1-—; y=1 esasintota horizonta
x x
Cuando x — —o0, y<1; ycuando x — +e0, y< 1.
Por tanto, la curva estd por debajo de la asintota.
* Puntos singulares:
£ = 2x 5% = (x* = 1)- 2x _ 2x3 — 23 + 2x _2x _ 2
x4 x4 X4 x3 o) 1
}/ =
f'x) =0 — f(x) no tiene puntos singulares
4 | 2

Observamos que f'(x) <0 si x<0; yque f'(x) >0 si x>0.

Luego la funcién es decreciente en (-, 0) y es creciente en (0, +oo).
* Cortaal eje X en (-1, 0) y (1, 0).
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Ejercicios y problemas resueltos
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1. Funcidn derivada a partir de la definiciéon

Hazlo tu. Dada f(x) = ﬁ, halla f'(x) aplicando la definicién.

_ x+h  x _(+h)x+D)—x(x+h+1) 2ixshe+h-x®2—xh—x _ h
Soerb)=fl) = x+h+l x+1 (x+h+1)(x+1) - (x+h+1)(x+1) " (e+h+D)(x+1)
Sle+h)— flx) i
N x+h)—flx) . (x+h+])(x+1) 1 1
f(x)_hh—% h _}{l—% h _hlz—»O (x+h+1)(x+l)_(x+1)2

2. Reglas de derivacion .
Hazlo ti. Halla f'(x) siendo: f(x) = In <x;1>

f(x):2/n%=2[/n(x+l)—lnx)]

f’(x)=2<1 .1_l>= 2

x+1 x)  xlx+1)
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4., Recta tangente paralela a una recta

Hazlo td. Halla la ecuacién de la recta tangente a la curva f(x) = 3x2 — 4x que sea paralela a la recta
2x—y+5=0.

Despejando y en la ecuacién de la recta dada, podemos obtener su pendiente.
y=2x+5 — La pendiente de la recta es 2.

Las abscisas de los puntos en los que la recta tangente es paralela a la recta anterior son las soluciones de la
ecuacién f'(x) = 2.

fx)=6x—4 — 6x—4=2 — x=1 esel punto en el que la tangente y la recta dada son paralelas.

Finalmente, como f(1) = -1, larecta buscadaes y=2(x—1) — 1, esdecir, y=2x-3.

8. Puntos de tangente horizontal
Hazlo ti. Halla los puntos singulares de la funcién f(x) = x> — 6x? y di si son miximos o minimos.
Hallamos las abscisas de los puntos singulares resolviendo la ecuacién f"(x) = 3x? — 12x:

F)=0 - 3x2-12x=0 — x,=0, x, =4
Calculamos las ordenadas de estos puntos:

f0)=0 f(4)=-32
Los puntos singulares son (0, 0) y (4, —32).
Ramas infinitas:

lim (x3—6x2) = +00 — (4, -32) es un minimo.

X — 400

xiinlc (x3 = 6x%) =—c0 — (0, 0) es un maximo.
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6. Coeficientes de una funcién que tiene puntos singulares
Hazlo ti. Halla 4 y ¢ de modo que la funcién f(x) = % + bx? + ¢ pase por (1,0) y f'(1) = 5.

Si f pasa por (1, 0), entonces f(1) = 0.
P+b-12+¢c=0 > ¢c=0
() = 3x2 + 2bx
F()=5=>3.1242b-1=5 > b=1
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7. Intervalos de crecimiento y de decrecimiento

x2

2—

Hazlo ti. Halla los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de la funcién f(x) =
Dom =R - {2}

2x2-x)—x* (1) 4y —x?

SO T w2

2
flx)=0 — L’Czw — 4x—x2=0 = x,=0, x, =4
(x—2)
Estudiamos los signos de f* dentro del dominio de definicién en los intervalos cuyos extremos son los
puntos singulares.

f'<0 | f'>0 | f'>0 f'<0

\0/2/4:\

Por tanto, f crece en (0, 2) U (2, 4) y decrece en (—oo0, 0) U (4, +c).

8. Gréfica de una funcién racional continua
2x?
x?+1
Su dominio de definicién es IR porque la ecuacién x2 + 1 = 0 no tiene solucién. Por tanto, no tiene
asintotas verticales.

Hazlo tu. Estudia y representa la funcién f(x) =

2

Asintota horizontal: y=2 porque /im =2

x—=ieo 42

C 22 _ =2
Posicién: Calculamos f(x) —2 = > -2=—
x“+1 x“+1
* Si x — +co, entonces f(x) —2<0.
* Si x — —oo, entonces f(x) —2<0.

Puntos singulares:

, _4x(x2+1)—2x2-2x_ 4y
f169= W2+1)2 (2+1)2

f(x)=0 = 4x=0 = x=0 — f(0) =0 — El punto (0, 0) es un punto singular.

Estudiamos el signo de f"(x):

(=0, 0) (0, +0)
SIGNO DE f'(x) - +

f(x) ~ —
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El punto (0, 0) es un minimo.

Grifica:
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9. Estudio y representacion de una funcién polinémica

Hazlo ti. Estudiay representa esta funcién:
=1+ (x-3)3

* Por ser una funcién polindmica, su dominio es IR, es continua y no tiene asintotas.
* Ramas infinitas:

xéz_’;ﬁo [1+ (x=3)3] = +o0

i 1+ (e=3)%] = oo
* Puntos singulares:

£/ = 3(x - 3)?

fx)=0 = 3(x-32>=0 - x=3

Como f(3) =1, el punto (3, 1) es el Gnico punto singular.
* Crecimiento y decrecimiento:

Como f'(x) = 3(x—3)?>0 paratodo x= 3, lafuncién crece a ambos lados de x =3 y no es ni maximo
ni minimo.

* Cortes con los ¢jes:
x=0 = y=-20

y=0 > 1+(x=-3P=0 > (x-3P%=-1 - x=2

e Gréfica:
7 |
p |
4 |
5 /
B4 | 24 68X
|
ol
ol
|
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10. Estudio y representacién de una funcién racional

Hazlo tu. Estudiay representa esta funci6n:

_ 2x*+8
f(x)——xx

* La funcién no estd definidaen x=0 — Dom =R - {0}
* Asintota vertical: x=0

Posicién:

Si x>0, flx) > —o

Si x—= 0%, f(x) =+
* Asintotas horizontales y oblicuas:

Como el grado del numerador es una unidad mayor que el grado del denominador, tiene una asintota

oblicua. Dividimos:

fx) =2x+ 8 Laasintota es y=2x
x

Posicidén:

Si x—=—o0, fl)—y= % < 0. Curva bajo la asintota.

Six—> +oo0, flx)—y= 8 - 0. Curva sobre la asintota.
x
* Puntos singulares:
2 _
fly=228
x
' _ 2X2 -8 _ 2 _ _ —
fx)=0 — =220 > 20°-8=0 > x=-2, x=2
x

f(=2) =-8, f(2) = 8. Por tanto, (-2, —8) y (2, 8) son los puntos singulares.

* Crecimiento y decrecimiento:
f'>0 f'<0 . f'<0 . >0
/ - / 0 \ é /

* Cortes con los ejes:
No corta al eje OY.

_ 2x* -8 _ 2,9 . y ,
y=0 — 5 =0 — 2x°+8=0 No tiene solucién (no corta al eje OX).

x
e Grafica:
_ 2x*-8
y 2
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Ejercicios y problemas guiados
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Derivadas sobre la grafica

Observando la grifica de la derecha, de y = f(x), sobre la que se han trazado las tangentes en x = 1
yen x=3:

a) Hallar el valor de f'(1) y f'(3).
b) ;Para qué valores de x es f'(x) = 0?

¢) sPara qué valores de x es f'(x) < 0?

a) La tangente en x =1 pasa por los puntos (1, 3) y (2, 1). Su pendiente es:

_1=3 __ (1) = —
m= o= =2 > f(1)=-2

La tangente en x =3 pasa por los puntos (3, 3) y (2, 1). Su pendiente es:

_1-3 _ (3) -
m=5-3 =2 = f'(3) =2

b) Los puntos de pendiente horizontal tienen abscisas x=0 y x=2.

o) Si f'(x) <0, entonces la funcién es decreciente. El intervalo de decrecimiento es (0, 2) y, por tanto, en
ese intervalo la primera derivada es negativa.

Funcién polinémica
Representar una funcién polindmica sabiendo que lim_f(x) = —co, que sus puntos de tangente ho-

rizontal son (0, -3) y (3, 2), y que corta al eje X soloen x=2 yen x=>5.

v
faeeaid

Y|

g

Hallar la funcion de segundo grado que pase por (0, 2) y tal que la pendiente de la recta tangente en
el punto (1, -3) valga 1.

Funcién cuadratica

La ecuacién de una funcién cuadrética es de la forma y = ax? + bx + ¢.

Pasa por (0,2) — 2=c¢

Pasapor (1,-3) > -3=a+b+2 > a+b=-5

Como la pendiente de la tangente en (1, —3) es —1, debe ocurrir que f'(1) = -1:
f'(x) =2ax+ b
f)=-1 - 2a+b=-1

ReSOlVemOS este SiStema:
a+b=-5 4 b o
- =4, = —
2avb=—1| ¢

La funcién cuadrdtica buscada es y = 4x2 — 9x + 2.
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4. Grafica de la funcidn derivada

Esta es la grdfica de f', funcion derivada de f. 41 :
a) Obtener f'(0) y f'(4). 2 /.
b) ;Tiene f algin punto singular? — X
¢) Estudiar el crecimiento de f. 12
/]

a) Leyendo directamente la grifica vemos que f'(0) =-3 y f'(4) = 3.
b) El punto x =2 es un punto singular porque f'(2) = 0.

¢) La funcién es creciente en (2, +e0) porque f"(x) > 0 en este intervalo.

5. Maximo y minimo en un intervalo

Hallar los valores mdximo y minimo de la funcién f(x) = x> — 3x + 1 en el intervalo [0, 3].

Los valores méximo y minimo de una funcién en un intervalo de este tipo pueden darse en los extremos
del intervalo o en los puntos singulares.

Calculamos los puntos singulares:
F)=3x2-3 5> 3x2-3=0 > x=-1, x=1

El primer punto singular no lo consideramos porque queda fuera del intervalo [0, 3] en el que se estudia
la funcién. Evaluamos:

f0)=1 f)=-1 f3)=19

Por tanto, el médximo se daen x =3 yvale 19. El minimo sedaen x=1 yvale-1.
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Ejercicios y problemas propuestos
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Para practicar

M Tasa de variacién media

1 Halla la tasa de variacién media de estas funciones en el intervalo [1, 3] e indica si dichas fun-
ciones crecen o decrecen en ese intervalo:

a) flx) = 1/x b) f(x) = (2 -x)3 o) flx) = Z-x+1 d) flx) =2

T.VM. [1,3] = f(3; {(1) _f(3);f(l)

a) TVM. [1,3] = 1/32_1 =—% — Decrece

b) TV.M. [1, 3] = Lz_l =—-1 — Decrece

¢) TVM. [1, 3] = 72;1 =3 — Crece

d) TV.M. [1, 3] = % _3 — Crece

en el intervalo [1, 1 + h].

2 a) Halla la T.V.M. de las funciones f(x) = —x* +5x-3 y g(x) = o 1 1
+

b) Calcula la T.V.M. de esas funciones en el intervalo [1; 1,5] utilizando las expresiones obteni-
das en el apartado anterior.

a) Para la funcién f(x):
VM. (1.1 + b - LA =D (b2 4504 =31 —1-2h—h?+5+5h-4 5}

h N h N h
Para la funcién g(x):
b 1 1 2-h-2
_g+h)-¢(l) Tihe1 2 22+h) 0
TVM.[1,1+h] = A = b = 0 “ohid

b) Para la funcién f(x):
TVM.[151,5]=3-0,5=2,5

Para la funcién g(x):

15/ ==L _-1
TVM. [ 15 = 505 7=75

3 Compara la T.V.M. de las funciones f(x) = x> y g(x) = 3* en los intervalos [2, 3] y [3, 4], y di

cudl de las dos crece mds en cada intervalo.

Para f(x): T.V.M. [2, 3]

T.V.M. [3, 4] = 37
Para g(x): T.VM. [2, 3] =
T.V.M. [3, 4] = 54

En [2, 3] crece mds f{(x).

En [3, 4] crece mds g(x).
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4 Esta grifica muestra la longitud de un feto durante el embarazo. Es-

tudia el crecimiento medio en los intervalos [5, 15] y [20, 30] y di en 50 1 LONGITYD ()
qué periodo es mayor el crecimiento: 40 5
15)— _ 30

TV.M. [5, 15] = SU5) - f0) _17-2 1,5 cm/semana

10 10 20 /

/

0)— 20 — 10 % TIEMT

TV.M. [20’ 30] - f(3 )lof( ) = 421025 = 1,7 cm/semana r semands)

5 10 15 20 25 30 35 40
El crecimiento medio es mayor entre las semanas 20 y 30.

M Definicidon de derivada

5 Halla la derivada de las siguientes funciones en x = 1, utilizando la definicién de derivada:
a) flx) = 3x% -1
b) f(x) = 2x + 1)2
o) flx) =3/x
d) f(x) = 1/(x + 2)?

oy g JUsh) = AD 3(1+h)2-1-2 . 3(1+h?+2h)-3
)= fi P < oy SRS < g SRS

Mz /,'mmz6

- [ h S
o )= A1) 21+h)+1)2-9 . (2h+3)2-9
0010 = f S = g SRSy B
2
_ ll’m 4h +9+12h—9 _ lz'm h(4h+12) :12
h—0 h h—0 h
oy SAsh)= A 3/(1+h)-3 . 3_3_3h _
W) = fim = = o T = Sy,
1 1 9—h?>-6h-9
N 1 Sf1+h)- A1) o 1+h+2)2 9 o 9(h+3)? _
DF (1) = fin T i SRS iy RS-

= lim —h?-6h__ lim ——h=0__-2
h=~0 9h(h+3)?

h=0 9(h+3)2 27

6 Aplica la definicién de derivada para hallar la pendiente de la tangente en x =2 de las curvas

f@) =dx—x? y glx) = 3x1—7'
L S2)-f)  4@+h)-Q+h)? -4 _844h-4-4h-h2-4 _
h B h B h o

fe+h)- f2)
e

r- fm fim =0

1 1
L g@+h-¢@ a7 ) oot 3

h h h 3h -1

g2+h)-¢(2) 3

§@) = fim S == gy =3
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v Observa la gréfica de f en la que se han trazado las tangentes en x = -3,
. % x=0y x=4 yresponde.
/ a) ;Cudl es el valor de f'(-3), f'(0) y f'(4)?
5 b) ;:En qué puntos es f'(x) = 02

©) En x =1, ;la derivada es positiva o negativa? ;Y en x = 3?

-2 24\

D=3 fO-3  f@--2
b)En x=-2 y x=2.
¢) En x=1 la derivada es positiva porque la pendiente de la tangente lo es. Andlogamente, la derivada

en x =3 esnegativa.

8 Halla la funcién derivada de las siguientes funciones, aplicando la definicién:

) flog = B2

b) f(x) =x% + 7x - 1

o) flx) = X —5x

_x-1
d) f) = %=
S+h)-3  5¢-3
2 fle+h) - flx) 2 2 _5x+5h-3-5x+3 _5
h h 2h 2
vy g Jarh)-fly 5 5
T N )

b) flx+h)— flx) _ (x+h)2+7@+h) -1-(?+7x-1) ~
h - h -

_ x2+2hx+h?+7x+7h—1-x*—7x+1 —x+ha+7

h

f'(x):}{%M:}{%@x+h+7)=2x+7

Sflx+h)— flx) _ (x+h)3=5(x+h)— (x> -5%) ~
© h - h -

- x3+3hx2+3hZX+hh3_5x_5h_x3+5x =3x? + 3hx+ h* -5

vy g Jerh) = fl) 2 2 _ 3,2
f(x)-}{%f—l{%(Sx +3hx+h*-5)=3x"-5

h-1 -1
d Jle+h)— fGo) X;Hh ‘xx _xx+h-D—(r+h)(x-1) _
h h hx(x +h)
_x2+hx—x—(x2—x+hx—h)_ 1
hx(x + h) ~x(h+x)
vy g Jerh) = fly) 11
S = i e = T
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M Reglas de derivacién

9 Halla la funcién derivada de las siguientes funciones y simplifica cuando sea posible:

a) flx) = %3 +7x% — 4« b) f(x) = 3e%*
9 £ - i ol Ofe) = X
«/ﬂ
e) flx) = 7x+ T+ 3 £) f(x) = In (x* + 3x)
g flx) = xT+ h)f(x) =ln3x+ e
D f) = ¢ ) f) = (3;x)log2x

a)f(x)—— 32+ 7 2x—4d=x%+ 14x— 4

b) f'(x) = 362%.2 = Ge**

2-(c+ D) —x21 52424
d = -
) = (x+1)2 (x+1)2
e) Teniendo en cuenta que £ Q«/;

3

f,(x)=0-(7x+1)—1-7+g. 1 7 2
(7x +1)2 3 2x (Tx+1)? 64x

DS =l @3- 243
x2+3x
1 cx—yx+1
0) F(x) = 2yx+1 _x- 2+1)  _x_2
x2 252 x +1 2x? Jx+1

h) fx)=n3+nx+e*

Fl(x) = %H—x(_l):%_e—x

x—3

) fk)= €

N iy EDx=(B—x) 3-x 1 _Blgyx 34 _L(_ 3—x)
B fx)= 2 log, x + v 2 +x2/n2_x2 3 log, x + 7

10 Aplica las reglas de derivacién y simplifica si es posible.

a) f(x) = 5x-2)3 b) f(x) = 3 cos (x + )
O f) = sen % d) flx) = €7 L e”

+7 X +
O flx) = [£17 £) flx) = (g) 2]
g) f(x) = tg 3x) h) f(x) = x - sen x*
D) fx)=y7-lnx ) f®) = (x + lnx)?

a) f'(x) = 3(5x—2)%-5=15(5x - 2)?
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b) f'(x) = =3sen (x + )

o) = cos X L1 oo X
c)f(x)-cos2 sy
X —2x
e (1+€ ) =1+€_2x
ex

d) fx) =

Flx) = e (2) = 27

oy 1 x—(x+7) 7
¢ f') = ) [x+7 x2 2 Vxa7
X
f)f(x)— 2x+1 83 2x +1 D= e (2x +3x2)

. 3
8/ = 60521(3)6) 3= cos? (3x)

h) f"(x) = sen xZ + x cos x2 - 2x = sen x* + 2x2 cos x

2

PR 2 N S 7
D fe) =7 T

j) flx) = 2(x+lnx)(1+—> 2<x+1+[nx+ 1”’“)

24lnx

Deriva las siguientes funciones:

a) flx) = Ve +1

9 flx) = =2
—-x

e) flx) = % log, (1 —x?)
g) f(x) = ¥ (5x +2)?

a) fx) = (eX+ D3
() = %(€x+l)—2/3= 1

X

b) f(x) = (ln x>2

3x 2

el L
f)flx)=e lnx

) ) - ( 1

h) f() = In (i _ %>

33«/(ex+1)2

b)f(x) 217’196‘ X

1
X inx Zan(l—lnx)

x2 X
9 f() = -3(1 —x)12
Flx) = —3(—%)(1—x2)'3/2'(—2x)= (1__?) 3= (1_x;)3h
-2 i,; . 3(1—?12)_ —xg;cz- (-2%) _ 6a(c1(ix;; 33) _ 13; _(x;; 31)
O f0) = Llogy (1= AL 29 - logz(;_ ) 3(1_2§) 3

£) flx)=e ™ (~lnx)=—"Inx

x(lnx—l>
x

e



Unidad 7. Derivadas

NNNSAC HILLERATO

g f(x) = (5x+2)%3
fﬁ9=%6x+m455:__HL_

h) £ = /n(1_2x2>

Matematicas aplicadas a las Ciencias Sociales |

4x
£ = hxdx—(1-209)4 4y 824 _—4Qx7+1) 2241
122 (4)> 1-22 (492 4x(1-2+7) x(2x2—1)
 4x

12 Aplica las propiedades de los logaritmos antes de aplicar las reglas de derivacién, para obtener

la derivada de estas funciones:

a) f(x) =ln ;Czil

O f) = (1 -3x)*

e flx)=In ,x2x+1
_ x-1
90 = logy [T

Q) fx) = In (x? + 1) = In (x* = 1)

C2x3 —2x — 243 —2x _

b) f(x) = In (x - e7)
d) (%) = log, ¥5x — x?
£) flx) = log B¥ =" (3" 5)°

h) f(x) = log %

—4x

' 2x 2x
(x) = - =
f 2+l x2-1 ¥

Inx—x

b)flx)=lnx+ine™=

1= 1—x
X

fw=1

) f(x) = 4in(1 - 3x?)

) = 4e— L (CGx)e_24x
£ —3x2 6 3x2 -1

d) f(x) = log, (5x - xH)3 = %Zogz (5x — x2)

f'(x)=%- L

Sx —x

1 (5_29-=
In2 (5-29

e) flx) = % [lnx—In(x*+1)]

5—2x
35x—x%)n2

-1

1—x?

l[x2+1—2x2]=
2 X0+ x

fo-dllo 2o

£) flx) = 3 log 3x—5) — log x

2x3 + 2x

f=3-2 .1 1 1 _ 1

3x=5 10 x [n10
__ 1 9x-3x+5 _ 6x +5
n10  (3x%2-5x) 10 (3x%—5x)

l:
n10 [3x—5 B x]
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1/2
g) f(x) = log2<x 1) =%10g2<xx_31)=%[10g2 (x—1) -3 log, x]

2
o L(-t .1 3y 1(_1 3
f(x)_2<x—1 In2 x)_2<(x—l)ln2 x)

h) flx) =x In x

f(x) = lnx+x-%=lnx+l
Pagina 206

M Recta tangente y recta normal

13 Halla la ecuacién de la recta tangente y de la recta normal a la funcién f en el punto de abscisa
indicado en cada caso.

) fx) =x*—5x+6 en x=2 b)fx) = Jx+1 en x=3
o) fx) = 2;3" en x=-1 d)f(x) = Inx en x= e
e)f(x)=sen<x+%> enx=7
2) fi(x) = 2x— 5

f2)=0

F@2)=-1

La recta tangente es y = —1(x—2) + 0, es decir, y=—x+2

La recta normal es y = _—1(36 —2)+0, esdecir, y=x-2

b) £1(x) = — 2
)/ 2(x+1
f3=2
3) = L
I i oy Ly 2
La recta tangente es y = 4(x 3) + 2, esdecir, y= A
La recta normal es y = 1_—/14(x—3)+2, es decir, y=—4x+ 14
: ~1.x°-(2-%)-3x> 2x—6
C)f (x) = (x3)2 = x4
f(=1)=-3
f'(=1)=-8

La recta tangente es y = —8(x + 1) — 3, es decir, y=—-8x— 11

La recta normal es y = _—é(x +1) =3, esdecir, y= 1,.2

8 8
- L
df6) =1
f(ez) =2
ﬂﬁ=§

_ 1 2 . 1
La recta tangente es y = ?(x —e%) +2, esdecir, y= ?x +1

La recta normal es y = 1_/12 (x—e2) +2, esdecir, y= —eZx et
e
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e) f'(x) = cos<x+%>
753

(z)._B
7(5)=-3
_ *6( n) 1
La recta tangente es y_—T x—g t
La recta normal es y= __31/2 <x—%>+%, es decir, y= 2«3/3 <x—%>+%

14 Halla los puntos en los que la pendiente de la recta tangente a cada una de las siguientes funcio-
nes es igual a 2:

a)y=x2-2x

b)y= =%

x+2
) y=4/x+3
d)y=In(4x-1)

a) f'(x) =2x-2
fl)=2 = 2x-2=2 — x=2

l-(x+2)—x-1 2

DO T

f®=2- ﬁﬂ S (x+22=1 > x;=-1, x,=-3
c)f'(x)n}fTa

f=2 - &%§=2-+ Jxi3=1 = x=-2

df 0=t

N 4 1 _3
fx)=2 — 1 =2 — 4x 1—2—>x—4

15 Escribe, en cada caso, la ecuacién de la recta tangente a f; que sea paralela a la recta dada.

a)f(x)=x2+4x+1 paralelaa 2x+y+1=0

b) f(x) = x> — 3x paralelaa y=6x+ 10

o) flx) = x=3 paralelaa 5x—y=0

x+2
) 2x+y+1=0 = y=-2x-1
Por tanto, la recta tangente debe tener pendiente —2 para que sea paralela.
f'(x)=2x+4
F)=-2 — 2x+4=-2 — x=-3

f(=3) =-2 ylarecta tangente es y = —2(x + 3) — 2.
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b) La recta tangente debe tener pendiente 6 para que sea paralela.
flx) =3x2-3
F)=6 = 3x2-3=6 — x,=—43, x, =3
Si x=—y3 = f(=3)=0
La recta tangente en x=—y3 es y=06(x+ ¥3)
Si x=4y3 = f(3)=0
La recta tangente en x = J3 es y=06(x— J3)
) 5x—y=0 = y=5x

Por tanto, la recta tangente debe tener pendiente 5 para que sea paralela.

oy x+2)-x=-3) 5
f16 = (x+2)2 _(x+2)2

flx)=5— ( 52)2 =5 > (w+2?=1 > x=-1, x,=-3
X+

Si x=-1 = f(-1)=-4
La recta tangente en x=-1 es y=5(c+1)—4
Si x=-3 = f(-3)=6

La recta tangenteen x=-3 es y=5(x+3) +06

16 Escribe las ecuaciones de las rectas tangentes y de las rectas normales a la funcién y = 4 —x* en
los puntos de corte con el eje de abscisas.

Los puntos de corte con el eje de abscisas se obtienen haciendo y = 0.

y=0 — 4-x2-=0 > x=-2, x=2

f'(x) = -2x

Si x=-2 — f'(-2) = 4. Larectatangenteen x=-2 es y=4(x+2)

Si x=2 — f'(2) =—4. Larectatangenteen x=2 es y=—4(x—2)

Las rectas normales son: en x=-2,y = —%(x +2) yen x=2, y= %(x— 2).
1'7 Obtén los puntos donde la recta tangente es horizontal y escribe su ecuacién.

a)y=3x-2x+5
b)y=2x3—3x2+1

0 y=x*— 443
d)y=x-12x
C)J’= x2+1
2
f - 2x
)y x4l

Los puntos donde la recta tangente es horizontal son aquellos en los que f"(x) = 0.
a) f(x) =6x—2
f'x)=0 > 6x-2=0 —> x=

alofd) 24

La ecuacién de la recta tangente es y = 174

1
3
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b) f'(x) = 6x2 — 6x

f'x)=0 — 6x2—6x=0 > x=0, x=1

f(0) =0 — La ecuacién de la recta tangente en x=0 es y=0.

f(1) =0 — Laecuacién de la recta tangente en x=1 esy=0.
Q) (%) = 4x3 — 12x2

F)=0 - 4x3—12x2=0 - x=0, x=3

f(0) =0 — La ecuacién de la recta tangente en x=0 es y=0.

f(3) =-27 — Laecuacién de la recta tangente en x=3 es y=-27.
d) f'(x) = 3x2 - 12

F)=0 - 3x2-12=0 = x=-2, x=2

f(=2) =16 — La ecuacién de la recta tangente en x=-2 es y=16.

f(2) =—16 — La ecuacién de la recta tangente en x=2 es y=—16.

O fi9 = X351
X

2
F=0— *=L_0 522120 - x=-1, x=1
x
f(=1) =1 — Laecuacién de la recta tangente en x=-1 es y=-2.

f(1) =1 — Laecuacién de la recta tangente en x=1 es y=2.

£) Fl(x) = — 3

, 4x
=0 > ——— =0 > x=0
£ (x*+1)2 *

f(0) =0 — La ecuacién de la recta tangente en x=0 es y=0.

M Puntos singulares. Crecimiento y decrecimiento

18 Halla, en cada caso, los puntos singulares de la funcién y determina los intervalos de crecimiento
y de decrecimiento.

Q) f®) =x>—8x+3 b) £(x) = 12x — 342 o) flx) = %3 3.2

D=2 +62+ 126 o) fl) = * £ f) = -1

Q) () = 2x -8
fx)=0 > 2x-8=0 - x=4 f<0 . f>0
Como f(4) =-5, el punto (4, —5) es un punto singular. ™~ 4 —
Intervalo de crecimiento, (4, +o0). Intervalo de decrecimiento, (—eo, 4).

b) £/() = 12 — 6x
fx)=0 > 12-6x=0 — x=2 f>0 . f'<0
Como f(2) = 12, el punto (2, 12) es un punto singular. — 2

Intervalo de crecimiento, (—eo, 2). Intervalo de decrecimiento, (2, +oo).
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o f'(x) = xZ - 6x
F0)=0—> x2-6x=0 - x=0, x=6
Como f(0) =0 y f(6) =36, los puntos (0, 0) y (6, —36) son puntos singulares.
50 f<0 . f'50

/0\6/

Intervalos de crecimiento, (—eo, 0) U (6, +o). Intervalo de decrecimiento, (0, 6).

d) f'(x) = 3x2+ 12x+ 12

F)=0 = 3x2+12x+12=0 — x=-2 f>0 . f0
Como f{-2) = -8, el punto (-2, -8) es un punto singular. — 2
Intervalo de crecimiento, IR.
e) Dom =R - {1}
' .X'z — 2X
X) =
' r1)?
=0 > X222 Lo 5 40, x=2
(x-1)?
Como f(0) =0 y f(2) =4, los puntos (0, 0) y (2, 4) son puntos singulares.

f'>0 . f'<0 . f'<0 . f'>0

/0\1\2/

Intervalos de crecimiento, (—eo, 0) U (2, +o0). Intervalos de decrecimiento, (0, 1) U (1, 2).
f) Dom =R — {2}
£ = %

x+2)2

No tiene puntos singulares. Como f"(x) > 0 siempre que x = —2 y la funcién no estd definida en
x = -2, los intervalos de crecimiento son (—co, —=2) U (=2, +o0).

19 Comprueba que las siguientes funciones no tienen puntos singulares y determina los intervalos
donde crecen o decrecen:

a)y=x+3x b)y:l Q) y=ix dy=Inx

x
a) f'(x) = 3x2+3
f'(®) =0 — 3x2+3=0 no tiene solucién. Por tanto, no tiene puntos singulares.

Como f"(x) > 0, la funcién es creciente en todo IR.

b) Dom =R — {0}
' 1
f (x) =— ?
fx)=0 - - % =0 no tiene solucién. Por tanto, no tiene puntos singulares.
x

Como f'(x) <0 siempre que x = 0 y no estd definida en x =0, los intervalos de decrecimiento
son (—oo, 0) U (0, +o0).

c) Dom = [0, +o0)

' 1
) = —=
Y
fx)=0 — —L1_ _0 no tiene solucién. Por tanto, no tiene puntos singulares.

2Vx

Como f'(x) >0 siempre que x = 0, el intervalo de crecimiento es [0, +0).
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d) Dom = (0, +o0)

fx)=0— L _0 no tiene solucién. Por tanto, no tiene puntos singulares.
x

Como f"(x) >0 en su dominio de definicidn, el intervalo de crecimiento es (0, +o0).

20 Halla los puntos singulares de las siguientes funciones y, con ayuda de las ramas infinitas, deter-
mina si son mdximos o minimos:

Ay=a>-2x+x+2 b)y=3x*-x3
o y=x*—8x2+10 d)y=-3x*—12x
3 44
- £y X +4
e)y P | )y X

a) i) =3x2—4x + 1

F0)=0 - 3x2—4x+1=0 = x-= %, x=1
Como f(%) =% y f(1) =2, los puntos <%, 3—?) y (1, 2) son puntos singulares.

lim  f(x)=—o0
A Por tanto (L, ﬁ) es un maximo y (1, 2) es un minimo.
lim  f(x)=+o0 3’27

X —+ 00

b) £'(x) = 6x — 3x?
fx)=0 — 6x—3x%2=0 —> x=0, x=2

Como f{0) =0 y f(2) =4, los puntos (0, 0) y (2, 4) son puntos singulares.

Jim [ (@)= e

) é{,@m - _‘X} Por tanto, (0, 0) es un minimo y (2, 4) es un médximo.

o) (%) = 4x3 — 16x
f'x)=0 — 4x3 - 16x=0 = x=-2, x=0, x=2

Como f(-2) =-6, f(0) =10 y f(2) =—6, los puntos (-2, —6), (0, 10) y (2, —6) son puntos sin-
gulares.

G f ()= veo

, Por tanto, (-2, —06) y (2, —6) son minimos.
NS +w}
El punto (0, 10) debe ser un maximo porque estd entre dos minimos.
d) fl(x) = —12x7 - 12
fl)=0 > -12x>-12=0 = x=-1

Como f(~1) =9 el punto (-1, 9) es un punto singular.

xéljzloo f (X) =—0°
lim £ (x)=—oo Por tanto, (-1, 9) es un miximo.

X —+ 00
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&) fl(x) = —=0%

(x*+1)2

F)=0 > (x;f’f)z -0 = x=0

Como f(0) = 3, el punto (0, 3) es un punto singular.
(Hm_ f (=0
lim, f(9=0

Por tanto, (0, 3) es un mdximo.
X

f) Dom =R - {0}
Fo)=2x- 4
X

fx)=0 — 2x—%=0 — x=32

Como f(%@) =334, el punto (3«@, 3 3JZ> es un punto singular.

G f ()= veo

lim  f(x)=+oo0

X —+ 00

Por tanto, (3«/5, 3 3«/Z> es un minimo.

21 Indica en cada una de estas funciones los valores de x en los que f' es positiva y en los que f’
es negativa:

b) 9

2
a) f'>0 si x<-1
f'<0 si x>-1
b)f >0 si x<0
<0 six>0
) f'>0 si x€ (—o0,—1) U (1, +o0)
f'<0sixe (-1,1)

M Griéficas de funciones polinémicas y racionales

22 Representa una funcién y = f(x) dela que conocemos:
¢ Dominio de definicién: R - {0}
* Cortaal eje X en x=1.
* Asintota horizontal: y =0
Six — +oo, flx) <0
Six — —oo, flw)<0

¢ Asintota vertical: x=0

Si x > 0% f(x) — 400

Si x —> 0, f(x) — —oo

* Minimo en (2, -1).
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23 Representa una funcién y = f(x) de la que conocemos:

* Asintota vertical: x =2
Six — 2% flx) > +o
Six — 27, flx) - —o0

* Asintota oblicua: y=x
Six > +oo, flx) >«
Six = —oo, flw) <x

¢;Tiene mdximo o minimo la funcién que has representado?

Y

Si. Tiene un maximo y un minimo.

24 Representa una funcién y = f(x) dela que sabemos que:

¢ Es continua.
ot f) = vens lim ) = o

* Sus puntos de tangente horizontal son (-3, 2) y (1, 5).

Matematicas aplicadas a las Ciencias Sociales |

Indica si los puntos de tangente horizontal son méximos o minimos.

(=3, 2) es un minimo.

(1, 5) es un miximo.
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25 De una funcién polinémica sabemos que:
o lim f(x) =+o05 lim f(x) = +oo
* Su derivada es igual a 0 solo en (-2, 2) y en (2, -1).
* Corta a los ejes solo en (0, 0) y en (4, 0).

Represéntala grificamente.

26 Representa una funcién continua y = f(x) de la que sabemos que:

* Sus puntos de tangente horizontal son (-1, -2) y (1, 2). -
\
¢ Sus ramas infinitas son asi:
AN
AVEEAN
[ N\
N—
TSNS | -2 | -l
A /1,
A\
N

27 Comprueba que la funcién y = (x - 1)3 pasa por los puntos (0, —1), (1, 0) y (2, 1). Su derivada
se anula en el punto (1, 0). ;Puede ser un mdximo o un minimo ese punto?
£'(x) =3(x— 1% f(0)=-1 — pasapor (0, 1)
f(1) =0 — pasa por (1, 0)
f(2)=1 — pasapor (2, 1)
f'1)=0

El punto (1, 0) no es ni méximo ni minimo.
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2
28 Comprueba que la funcién y = 2" +1 tiene dos puntos de tangente horizontal, %
x 2
(-1,-2) y (1, 2); sus asintotas son x=0 e y=x y la posicién de la curva respecto
de las asintotas es la que se indica en la ilustracién. Represéntala. ——
Ao =x+ L AN
x
2
f'(x):l—izzxz1 =0 - x=-1, x=1 /
X X l(
)
Puntos (-1, -2) y (1, 2). p4
A
P4

[z’ng+ flx) = +o05 /z’ng_ flx) = —o0

Asintota vertical en x = 0.

Asintota oblicua en y = x. 7

29 Y

L4\ =2 /24 X

Observa estas grificas y describe:
a) Sus ramas infinitas, asintotas y posicién de la curva con respecto a ellas.
b) Sus puntos singulares, crecimiento y decrecimiento.
a) ® Funcién I
Tiene una rama parabdlica cuando x — —oo.

Larecta y=0 es una asintota horizontal cuando x — +o y la funcién queda por encima de la
asintota.

* Funcidn II

Larecta y=x—2 esuna asintota oblicua cuando x — —oo y cuando x — +oo. En ambos casos,
la funcién queda por debajo de la asintota.

Larecta x=0 es una asintota vertical y la funcién tiende a — o por los dos lados.
b) ¢ Funcién I
El punto (-2, —4) es un minimo. El punto (3, 2) es un maximo.
Hay otro punto singular, (0,5; —1), pero no es ni mdximo ni minimo.
* Funcién I1

Solo tiene un punto singular, el méximo (-1, —4).
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2

30 Dada la funcién y = %x comprueba que:
x“+1

¢ Tiene derivada nula en (0, 0).

*Larecta y =2 esuna asintota horizontal.

* La posicién de la curva respecto a la asintota es:
Six > —o0, y<2
Six = +o0, y<2

Represéntala.
4 4x
fl-
f (x%+1)2
f©0)=0 ,
F1(0)=0 — La derivada en (0, 0) es nula.
2 2
o lm 2 lm 222 5 Tarecna y =2 es una asintota horizontal.
Yoo l+x” YT lex

2
.f(x)_zzL_zz 2
1+x2

x%+1

Como la diferencia siempre es negativa, la funcién queda por debajo de la asintota y = 2.

Y
4
3
_________ o A N
1
U135 X
-2
-3
L4
31 Completa la grifica de una funcién de la que sabemos que tiene tres puntos singulares: 1 it
(25} 0o, (53] T
y que sus ramas infinitas son las representadas a la derecha. 2. 2
, \ )
Y :\/
A2
AWEEE
2.t 2 X
et |
2 !
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Para resolver

32 a) Halla el vértice de la paribola y = ¥ + 6x + 11 teniendo en cuenta que en ese punto la tan-
gente es horizontal.

b) Halla las coordenadas del vértice de una paribola cualquiera y = ax? + bx + c.
) f(x)=2x+6=0 = x=-3

Punto (-3, 2).
b) f'(x) =2ax + b

f'(x)=0 = 2ax+b=0 > x= b es la abscisa del vértice.

24
2
f <__b> = (E_f) +0 (E_f) te= % es la ordenada de vértice.

33 Determina la parébola y = ax? + bx + ¢ que es tangente alarecta y = 2x—3 en el punto A(2, 1)
y que pasa por el punto B(5, -2).

flx) =ax? + bx+ ¢

f'(x) =2ax+ b
f(2)=1 = 4a+2b+c=1 a=-1
f'(2)=2 = 4a+b=2 b=6

f(5)==2 = 25a+5b+c=-2]| ¢=—7
La funcién es f(x) = x4+ 6x—7.

34 Halla el valor de x para el que las tangentes a las curvas y = 3x2—2x +5 e y = x? + 6x sean
paralelas y escribe las ecuaciones de esas tangentes.

x)=3x2—2x+5 = f'(x)=6x—-2
(Jg[((x))=x2+6x —>5g'(x)i[2(x)+6 Ox=2=2x+6 = x=2
Para f(x) = 3x%—2x+5 latangenteen x=2 es:

y=10(x-2) +13 — y=10x-7
Para g(x) = x% + 6x la tangente en x = 2 es:

y=10(x-2) + 16 — y=10x—4

35 Halla @, b y ¢ en f(x) = x> + ax? + bx + ¢ de modo que la grifica de f tenga tangente horizontal
en x=—4 yen x=0 y que pase por (1, 1).

F) =x3 +ax? + bx+c

f'(x) =3x% + 2ax+ b
f'(-4)=0 — 48-8a+b=0| ,-
f(0)=2 > b= 0 b=
f()=1—> l+a+b+c=1 c=-6

La funcién es f(x) = x3 + 6x% - 6.

6
6

36 Laecuacién delarecta tangente a una funcién f(x) en el punto de abscisa x=2 es 4x—3y+1=0.
:Cuil es el valor de f'(2)? ;Y el de f(2)?
1

Despejamos y de la ecuacién de la recta tangente: y = %x +=.

3
f'(2) esla pendiente de la recta tangente en x = 2, es decir, f'(2) = %

Como la recta tangente y la curva pasan por el punto de tangencia, f(2) = %-2 + % =3.
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3'7 Halla una funcién de segundo grado sabiendo que pasa por (0, 1) y que la pendiente de la recta
tangente en el punto (2, —1) vale 0.

flx) =ax? + bx+ ¢

f'(x) =2ax+ b

F0)=1 - 1=¢ a=1/2
f2)=-1 > -1=4a+2b+c; b=-2
£ (2)=0 = 0=4a+b c=1

La funcién es f(x) = %xZ ~2x+ 1.
38 Representa las siguientes funciones hallando los puntos singulares y las ramas infinitas:
a) flo) =a> - 322 + 1 b) fx) = x* + 423 o) flx) = 12x— &3 d) f(x) = —x* + 422
a) f'(x) = 3x2 — 6x
F)=0 > 3x2—6x=0 - x=0, x=2
f(0) =2, f(2)=-3 — Los puntos singulares son (0, 1) y (2, -3).

\»—*Nw%ﬂ

lim (x3=3x2+1) = +oo

e G B0 [\ 2 5 4X
x[z’m (x3-3x2+1) =—oo \-/

b) f'(x) = 453 + 12x2 e
F)=0 = 4x3+12x2=0 - x=-3, x=0 b0
f(=3) =27, f{0) =0 — Los puntos singulares son (-3, -27) y (0, 0). 0
lim (x4 + 4x3) = +oo
lim (x4 + 4x3) = 400 -20 | -10 10 | 20 | X
o -10
—20
Q) f'(x) = 12 — 3x?
F@)=0—> 12-3x2=0 — x=-2, x=2 16
f(=2) =16, f{(2) = 16 — Los puntos singulares son (-2, -16) y (2, 16). 8
, V. NS
Jim (12x—x7) = ~16 | 8 8§ 16X
xémw (12x — x3) = +o0
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d) f'(x) = —4x + 8x
F)=0 > —4x3+8x=0 > x=—y2, x=0, x=42
f(=2) =4, f)=0, £(2) =4 — Los puntos singulares son (—2,4), (0, 0) y (+2.4).
im (—x* 4 dx?) = —oo

xlz’m (—x? + 4x2) = —o0

i
5 /)
o]/
\1/
43 -1, 1] 34X
2
2
39 Estudiay representa.
a)y=x°-3x+2 b) y = x5 — 9x? + 24x - 20 Q) y=x>—6x>—8x—1 d)y=x*-8x2+2
a) f(x) =3x%-3
F)=0 = x=21 6 ,l
Y=x 3+ 2 Il
f(1)=0 — (1,0) /
fED=4 - (-1,4) [\ 1]
xéinlc(x3—3x+2)=—w L= [ 1
xé{rﬁo (x3-3x+2) = +o0 ’l 4
1
b)f'(x)=3x2—18x+ 24
oy _6£y36-32 (62 x=4 43— 0} +[24v 120
fx)=0 = x= 3 == <x=2 l’
fé)=-4 — (4,-4) ]
f(2)=0 - (2,0) g Y
xé@o (x3 = 9x + 24x — 20) = —o /
xé{fn& (x3 = 9x + 24x — 20) = +oo0 ]
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c)f'(x)=5x4—18x2—8 yias lop L8k
, x=2 = f(2)=-33 — (2,-33) 2
S@=0- {x:—Z — f(=2)=31 — (-2,31) ;

xl—{@m (x> —6x3 —8x—1) = —oo I

xé{;;nw (x> —6x3 —8x—1) = +o

d) £'(%) = 4x3 — 16x
x=0 > £(0)=2 — (0,2) P A 18y 2

F)=0 > {x=2 > f(2)=-14 > (2,-14)
x=-2 = f(-2)=-14 — (-2,-14)

B N N

im (x4 - 8x%+2) = +o0

lim (x%—8x2+2) = —co

40 Comprueba que estas funciones no tienen puntos de tangente horizontal. Represéntalas estu-
diando sus ramas infinitas y los puntos de corte con los ejes:

_x-3 S | a3 _ 1
a)ys= e 2 b)y——x c)y——s + 4x d)y= w27
’ - 0
D (x+2)2¢

Los puntos de corte son: (O, —%), (3, 0).

I
13 6
3 H2Z /
/'/, -
"1 :
-
-10| 8| 61| -4 — P 4
N
|
|
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b f) = 2L

x
Los puntos de corte son: (1, 0), (-1, 0)

6 7
211 /7
J=Te A
5 |/
4
6| 4 | Df 4
/(/ o) I
)4
rd
/
)4 P
P >
rd
) f()=x?+4=0
El punto de corte es (0, 0).
|
|
= X + 4 5 I
3 7
6| 4 | 4 4
|
|
|
D) =—"2_20
(x-2)°
El punto de corte es (0, %)
5 P T IxE2)2
4 | 2 4




Unidad 7. Derivadas NENTNSAC HILLERATO

Matematicas aplicadas a las Ciencias Sociales |

41 Estudiay representa las siguientes funciones:

a)y= % by=—* Q) y=-—X*t2
Y x*-16 Y 1- 2 Y x?—6x+5
_ (x— 1)2 _x*-1 %2
Dy=3 I Dr=12
2
' —x*-16
a) flx) = —X—22 Y|
f (X2 _ 16) 2 PREES
Asintotas verticales: x=—4, x=4 6
Asintota horizontal: y =0 N
No hay asintotas oblicuas ni puntos de tangente horizontal. \\
—
e - N X
) \
b)fr(x) - Xz +1 Y]
(1-x%?
Asintotas verticales: x=1, x=-1 3 .
Asintota horizontal: y=0 21l T
AR
No hay asintotas oblicuas ni puntos de tangente horizontal. '
X
B D50 1
T
IL
' —x?—4x+17 - -
O f - a1 g -
f (x*—6x+5)2 L !
Asintotas verticales: x=5, x=1 It e ]
Asintota horizontal: y=0 059/ \\
At i
No hay asintotas oblicuas. =t T y =
Sus puntos de tangente horizontal son, aproximadamente: NAmE
(-6,58; =0,052), (2,58; -1,197) e ]
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2 Y]
x“+4x-5
&) fi) = 25
(x+2) 5
, X gz L=
Asintota vertical: x = -2
O
Asintota oblicua: y=x—4
No hay asintotas horizontales. \°
. N\ -
Sus puntos de tangente horizontal son: h T X
s 4 -7
(17 0)) (_57 12)
5
IxE
o 0
N
N
\ "1
\
' x?+dx+1
O fi() = Xtdxel v
(x+2) /
7 . //,//
Asintota vertical: x=-2 - y4
, ) 2 1] p
Asintota oblicua: y=x-2 I=—h 4 //’/
P
, . 7
No hay asintotas horizontales. \ //
X
Sus puntos de tangente horizontal son, aproximadamente: %14 b~ )
1
(0,265 -0,54), (-3,73; —7,46) ”
// ™\
yEX=L2 | \
|
LA \
pd
A
A
f)fl)= —2% g
(1-x%2 A
Asintotas verticales: x=1, x=-1 ]
I+x
Asintota horizontal: y = -1 X
6| 24| - 4 6
No hay asintotas oblicuas. 11f
Punto de tangente horizontal: (0, 0)
6
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42 Calcula el valor de 4 para que f(x) = In (xfit) verifique que f'(2) = 0.
fx) =2lnx—In(x+ a)

f@=-2-— 5 re-1--

x+a 2+a

, 1
2) = L = - g=-1
f@=0 2+a 0 “
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43 Lafuncién h(z) = 50 + 30¢—5¢2 (b en metros, ¢ en segundos) muestra la altura de una pelota
lanzada hacia arriba.

a) Calcula su velocidad media entre =0y #=2.
b) :En qué instante la velocidad es igual a 02

©) ;Cudl es la altura médxima que alcanza y en qué momento lo consigue?

a) La velocidad media entre =0 y #=2 esla tasa de variacién media en el intervalo [0, 2].

TV.M. [0, 2] = 5(22):’5(0) } 90;50 _ 20 m/s

b) La velocidad serd 0 cuando la pelota alcance su altura méxima. Por tanto, el instante # en el que la
velocidad es méxima es un punto singular de 4(z).

h'(t) =30 - 10¢
h't)=0 - 30-10t=0 — ¢r=3
A los 3 segundos la velocidad es igual a 0.

©) Si t<3, entonces 4'(1)>0 — h(2) crece 3 | dxirno de Lz fancid
Si >3, entonces /' (£)<0 — A (#) decrece T F= 2 sl maximo defa funcion.

La altura maxima en 4(3) =50 + 30 -3 —5-3%=95m y se alcanza a los 3 segundos.

44 Fl coste total (en délares) de fabricacién de ¢ unidades de cierto articulo es: C(g) = 3q2 +59+75

El coste medio por unidad es: M(q) = Ca@

a) ;Cudntas unidades se deben fabricar para que el coste medio por unidad sea minimo?

b) Calcula C(g) y M(q) parael valor de g que has hallado en el apartado a).

2
a)M(q):M
q
_ 2 2 2.2 _ 2
Mg = (6g+5)q (qu +5¢+75) :6q +5¢q f‘;z 59-75 :3qq275 _0 5

- q2 =25 — ¢ =5 unidades
Se deben fabricar 5 unidades.
b) C(5) = 175; M(5) = 35

45 La funcién f(x) = 20x9 indica los beneficios obtenidos por una empresa desde que comenzé
X%+

a funcionar (f(x) en miles de euros, x en afios).
a) Represéntala grificamente.
b) ;Al cabo de cudnto tiempo obtiene la empresa el beneficio maximo? ;Cudl es ese beneficio?

©) ;Perdera dinero la empresa en algiin momento?

24+9)—60x - 2 2 2
Q) £ 60 (x" +9) = 60x-2x _ 60x* +540 —120x> _ —60x” +540 _

(x%+9)2 (x*+9)2 (x%+9)2

— x=3 (x=-3 no estd en el dominio).

Miximo en (3, 10).

lm_ f(x) =0 — asintota horizontal: y =0
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La gréfica serfa:

/
/
[

N BN

2 4 6 8 101214 16 18

b) Beneficio mdximo en x=3 — Alos 3 afos.
El beneficio seria f(3) = 10 miles de euros.

¢) No perderd dinero ni llegard un momento en que no obtenga beneficios ni pérdidas, pues f{x) = 0
y f(x) >0 paratodo x> 0.

46 El coste de produccién, en una empresa de electrodomésticos, de x unidades fabricadas, viene
dado por la funcién C(x) = x? + 80x + 10000, C(x) en euros. El precio de venta de una unidad
es 880 €.

a) Escribe la funcién que nos da el beneficio de la empresa si se venden todas las unidades fabri-
cadas.

b) ;Cudntas unidades se deben fabricar para que el beneficio sea maximo? ;Cuadl serd ese benefi-
cio?
a) El beneficio es igual a los ingresos por ventas menos los costes de produccién.

B(x) = 880x — (x2 + 80x + 10000) = —x2 + 800x — 10000

b) La gréfica de la funcién anterior es una pardbola abierta hacia abajo. Por tanto, el méximo se alcan-
za en su vértice.

Xy = % = 400 — B(400) = —4002 + 800 - 400 — 10000 = 150000 €

El beneficio méximo es de 150000 € y se obtiene fabricando 400 unidades.

4'7 Determina, en cada caso, los valores mdximo y minimo de la funcién en el intervalo que se in-

dica.

a)y=x*—6x-4, x€[0,5]
b)y=x—-6x?+12x-5, xe[-1,4]
Qy=x-3x% xe[-2,4]

dy=—*_, x<lo0,2
)yx2+lx[]

Hallamos los puntos singulares que quedan dentro de los diferentes intervalos, evaluamos en ellos y
en los extremos de los intervalos.

a) f'(x) =2x-06
fx)=0 > 2x-6=0 - x=3
f0)=-4 f(3)=-13 f(5)=-9
El mdximo se encuentraen x =0 y vale —4.
El minimo se encuentra en x =3 y vale —13.
b) £'(x) = 3x2 = 12x + 12
F)=0 > 3x2—12x+12=0 — x=2
f=1)=-24 f(2)=3 f(4) =83
El mdximo se encuentra en x =4 y vale 83.

El minimo se encuentra en x =—1 y vale —24.
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o f'(x) = 3x2 — 6x
F)=0 = 3x2-6x=0 = x=0, x=2
f=2)=-20 A0)=0 f2)=-4 f(4) =16
El méximo se encuentra en x =4 y vale 16.

El minimo se encuentra en x=-2 y vale —20.

) 1— x?
cl)f(X)—i(szrl)2
2
f6)=0— (;%7’;)2=0 — x=-1, x=1
f@=0 frn-fn-1 2.2

El mdximo se encuentraen x=1 y vale 1

El minimo se encuentraen x=0 y vale 0.

48 Fl drea de un rectingulo, en funcién de su base x, viene dada por la expresién S(x) = 20x — x2

bl
x € [8, 18]. Halla el 4rea mdxima y el 4rea minima en ese intervalo.

Los valores madximo y minimo de una funcién en un intervalo de este tipo pueden darse en los extre-
mos del intervalo o en los puntos singulares.

S'(x) =20 -2x

S'x)=0 > 20-2x=0 — x=10
Evaluamos:

5(8)=20-8-82=96 §(10)=20-10-10*=100 S(18)=20-18-18%=36
El 4rea médxima es 100 y se alcanza en x = 10.

El 4rea minima es 36 y se alcanza en x = 18.

Cuestiones tedricas

49 Dibuja una funcién que tenga derivadanulaen x=1 yen x=-1, derivada negativa en el in-
tervalo [-1, 1] y positiva para cualquier otro valor de x.

50 Pon ejemplos de funciones f cuya derivada sea f'(x) = 2x. ;Cudntas existen?

Existen infinitas.

flx) = x2 + k, donde x es cualquier nimero.
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51 Esta es la grifica de la funcién y = 2.

a) ;Tiene algiin punto singular?

[

b) ;Es creciente o decreciente en x = 02

©) ;Cudl es la ecuacién de la recta tangente en x = 02

a) El punto (0, 0) tiene tangente horizontal. Este es el tnico punto singular.
b) La funcidn es creciente en x = 0.

c) Larecta tangenteen x=0 es y=0.

52 ;Existe algiin punto de la funcién y = 4x —x? en el que la tangente sea
paralela a la recta 7? En caso afirmativo, héllalo. ° "
N\
f '(X) =4 2x 3
4-2x=1—> x=2 / \
Pendiente de la recta=1 X )

Punto (%, %)

53 Sabiendo que f'(2) = 0, ;cudl de estas afirmaciones es correcta?
a) La funcién f tiene méximo o minimo en x = 2.
b) La recta tangente en x =2 es horizontal.
¢©) La funcién pasa por el punto (2, 0).

La correcta es la b).

54 v Esta es la grifica de f”, la funcién derivada de f.

a) ;Tiene f algin punto de tangente horizontal?

S

« D) ¢Es f creciente o decreciente?

a) Si, en x =2, puesto que f'(2) = 0.
b) Si x <2, escreciente, pues /"> 0; ysi x> 2, es decreciente, pues f'> 0.

55 Sabemos que f(0)=0y f'(0)=1y h(x) = e/, :Cudl de estos tres valores corresponde a 5'(0)?:
a) % b) 0 ol

h'(x) = eV . f1(x)

Por tanto, 4'(0) = &/ -£'(0) = ¢ 1 =1, que se corresponde con b).



Unidad 7. Derivadas NENTNSAC HILLERATO

Matematicas aplicadas a las Ciencias Sociales |

56 ;Cudl de estas grificas corresponde a la funcién derivada de una curva que tiene un méximo en
x =12 ;Por quéz:

a) v b) Fo c)

Yf'()
. 1)
T ) 1
YO T

La grafica del apartado b), porque f'(1) = 0.

Ademis,

En consecuencia, x =1 es un mdximo.

57 ;Verdadero o falso? Justifica tu respuesta.
a) Si f'(a) > 0, entonces f es creciente en x = a.
b) Si f'(a) = 0, entonces f no crece ni decrece en x = a.

©) Si f es decreciente en x = a, entonces f'(a) < 0.
a) Verdadero.

b) Falso. Hay funciones con puntos singulares donde la funcién es creciente. Por ejemplo, f(x) = x>
es creciente en el punto singular (0, 0).

¢) Falso. La funcién f(x) = —x3 siempre es decreciente y f'(0) =0.
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Para profundizar

58 Dada f(x) = 2x° + 12x? + ax + b, hallael valorde 2 y b para que la recta tangente a f en
x=-2 sea y=2x-3.

La recta tangente y la funcién coinciden en el punto de tangencia cuyas coordenadas son:
x=-2 = y=2(-2)-3=-7

Por tanto, la funcién pasa por el punto (-2, =7), es decir, f(-2) =-7.

Por otra parte, f(-2) = 2, ya que la pendiente de la recta tangente es 2.

fl(x) = 6x% + 24x + a

fE2)==7| 2:(-2)°+12-(-2)%+a-(-2)+b=-7

f1(=2)=2 | 6-(=2)2+24-(-2)+a=2 } — a=26, b=13
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59 a) Calcula el valor que debe tener % para que la funcién f(x) = x— % tenga un maximo en x = 1.

b) Después de hallar %, estudiay representa la funcién obtenida.
a) Si f(x) tiene un mdximo en x =1, entonces f'(1) = 0.
fle)=1+£
x
F1)=0 > 1+% —0 > k=-1
Por tanto, f(x) = x+ L y f'(x) = 1—%
X X
b) * Dominio: IR — {0}
¢ Asintotas verticales:
/z'n%) fx) = Zz’mo (x+ l) =+o00 — Larecta x=0 es una asintota vertical.
x— x— X

Posicién:

1ZQUIERDA: x = ~0,01 —> £(~0,01) = 0,01 + 01 o7 =—100.01 = lim_ f(s) = —oo
0, A

DERECHA: x = 0,01 — £(0,01) = 0,01 + 010 == 10001 = lim f() = +o0
X —

>

* Por la expresién de f'(x), larecta y=x esuna asintota oblicua.

Calculamos f(x) — x = 1 para estudiar su posicién:
x

—Si x> +o0, f(x) —x>0 — f(x) estd encima de la asintota.
—Si x> —o0, f(x) —x<0 — f(x) estd debajo de la asintota.
* Puntos singulares:

F)=0 — 1-%:0 — x=-1, x=1

- I S
fED=-1+ L =2

F)=1+ % )
Los puntos (1, 2) y (=1, —2) son puntos singulares.

¢ Grafica:
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60 En los estudios de mercado previos a su implantacién en una zona, una franquicia de tiendas ha
estimado que sus beneficios semanales, en miles de euros, dependen del nimero de tiendas que
tengan en la zona, segiin la expresién B(n) = —8n> + 60#% — 96n, siendo 7z el nliimero de tiendas.
Determina el niimero de tiendas que deben abrir para maximizar sus beneficios semanales, y el
valor de dichos beneficios.

Calculamos los puntos singulares de la funcién beneficios:
B'(n) = —24n% + 120n - 96
B'(n)=0 — —24n?+120n-96=0 — n?—5n+4=0 = n=1, n=4
B(1) =—8 + 60 — 96 = —44
B(4)=—-8-4%+60-42-96 -4 = 64
Los puntos (1, —44) y (4, 64) son puntos singulares de la funcién beneficios.

El méximo se da abriendo 4 tiendas, y es de 64000 €.

61 De una cartulina cuadrada de 20 cm de lado, se cortan cuadrados de lado x en cada esquina
para hacer una caja sin tapa.

Calcula el lado del cuadrado que hay que cortar para que el volumen de la caja sea méximo.

] L

20 —2x

|| [ ]

La caja que se obtiene plegando esta cartulina mide 20 — 2x, tanto de largo como de ancho, y x de
alto. Por tanto, el volumen en funcién de x es:

Vi(x) = (20 — 2%)(20 — 2x)x = 4x3 — 80x2 + 400x con 0 <x< 10
Hallamos sus puntos singulares:
V'(x) = 12x% — 160x + 400

Vi) =0 — 12x2—160x+ 400 =0 — 3x2—40x+100=0 — x =10, x=%

El primer resultado no tiene sentido porque no estd en el dominio de definicién.

3 2
10 10\ _4(10Y _¢0(10 10 _ 16000 _ 3
X = 3 - V( 3> 4( 3> 80( 3) +400 3 57 592,59 cm

Solo queda comprobar que el punto x = 10 s un méximo:

3
Si 0<x< 13—0, entonces V'(x) >0 — V(x) es creciente.

Si % <x< 10, entonces V'(x) <0 — V(x) esdecreciente.

10

Como la funcién crece a la izquierda de x = 3 y decrece a la derecha, este punto es un méximo. El
volumen méximo es de 592,59 cm?.
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62 Esta es la grifica de una funcién y = f(x).

\\;-- ~
N
L~
>

¢:Cudl de las siguientes grificas puede ser la de f'(x)? Justificalo:

a) AN b) IRE% ) Y
by \ (A2
\ @/ TN
! < ! <
X \ /
\ / ’I \

La gréfica del apartado c), porque f'(-2) = f'(3) =0 al ser x=-2 y x=3 puntos singulares de f{x).

Como f{(x) crece en el intervalo (-2, 3), f'(x) > 0 y esto solo curre en el apartado c). El resto de la
gréfica de c) es coherente con la de f{x).

63 Asocia a cada una de las gréficas I, II, III la grifica de su funcién derivada.

@ @ II @
I 9] ,
1\ 2/ ——
A X
X 7 X )
| \ |
i \ |

I>c II—sa II-—b
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Autoevaluacion
1 Observa la gréifica de la funcién y = f(x) y responde. 9 Y
a) ;Cudl es laT.V.M. en los intervalos [0, 3] y [-4, -2]? |
b) ;Tiene algiin punto de tangente horizontal? { l 1 X

©) ;Para qué valores de x es f'(x) > 0?

_fB-A0) 1p2-2 1
3) TVM. [0,3] = =5~ = 1222 - ]

CfD-fd) 40
T.V.M. [-4, 2] = DCd 244 =2

b) Si, P(-2, 4).

o Si x<-2, f'(x) > 0.

2 Dada f(x) = x? — 3x, prueba que f'(2) = -7 aplicando la definicién de derivada.
f=2+h)— f(=2)
h

f2) = lim
f-2) = (-2 -3(-2) =4+ 6 =10

f2+h) =(2+h?-3(2+h)=4-4h+h?>+6-3h=h?-7h +10
f=2+h) - fA=2) =h*-7h

f2+h) - f=2) h2_7h
h == “h7

imh-7=-7
h-0

Por tanto, f'(-2) =-7.

3 Halla la derivada de las siguientes funciones:

a)y=3x+% b)y=ln<§-e‘x>
5 3
0) y = 3x2 cos (x + 7) d)y=(xx_2>

a) flx) = x 13 4 2x2

f'(x) _ %x—ZB _4x3 = 1 _i

332
b) flx) = ln(%)+lne‘x=lnx—ln3—x

) = L _1=d=x
f(x)_x 1= xx

¢) £'(x) = 6x cos (x + 1) + 3x% [=sen (x + m)] = 3x[2c0s (x + 1) — x sen (x + 7)]

2
M) = x? ) D( x? >: x4 _2x(x—2)—x2:3x4(x2—4x)
d) f'(x) 3(x_2 ) 3 o2 )2 2
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—5x

3
4 Escribe la ecuacién de la tangente a la curva f(x) = xT en el punto de abscisa x = 1.

Calculamos la ordenada de x = 1:
_1-5_
fy=15-,
Hallamos la pendiente de la recta tangente, 7 = f"(1):
F@=365-5) = f1)=1-(2--1
Con el punto (1, -2) y la pendiente 7 = -1, escribimos la ecuacién:

y=-2-1x-1) = y=—x-1

5 Hallalos puntos de la grifica de f(x) = x> —3x2 + x en los que la recta tangente es paralela a la recta
y=x.

Tenemos que hallar los puntos cuya derivada es 1.

f'(x)=3x2—6x+l=l — 3x2-6x=0 = 3x(x-2)=0 = x=0, x=2

f0) =0; f(2) =-2

Los puntos en los que la recta tangente es paralelaa y = x son (0, 0) y (2, -2).

6 Observa la grifica y describe:
a) Sus asintotas y la posicién de la curva con respecto a ellas.

b) Sus puntos singulares y sus intervalos de crecimiento.

a) * Asintotas verticales: rectas x=-2 y x=2

Posicidn:
lim f(x)=+o0, lim f(x)=—oo
x—=2" x—-=2%

£ iy 9 <0
* Asintota horizontal: recta y = 4
Posicién:
Si x— +oo, fi(x) >4
Six——oo, flx) <4
b) El punto (0, 2) es un méximo de la funcién.
Los intervalos de crecimiento son (—oo, 2) U (=2, 0).

Los intervalos de decrecimiento son (0, 2) U (2, +o0).
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7 Representa la funcién y =f(x) dela que conocemos:
* Dominio de definicién: R
¢ Minimo: (0, 0)
* Asintota horizontal: y =2
*Si x> +o0, f¥) <2 el 20

*Si x = —o0, flx) <2

¢A cudl de estas funciones corresponde esa grifica?

2

Dfw-Fo bfw- 2 9fw- 2

P | +1

La funcién del apartado b) no puede ser porque tiene asintotas verticales y no se afirma nada sobre esto
en el enunciado.

La funcién del apartado a) no puede ser porque es negativa a la izquierda de 0, y, por tanto, el punto
(0, 0) no serfa un minimo de la funcién.

La gréfica se corresponde con la funcién del apartado c).

8 a) Estudia las ramas infinitas y los puntos singulares de la funcién f(x) = x> —12x + 6. ;Tiene maximo
o minimo?
b) Represéntala grificamente.
a) Ramas infinitas:
x{{;;nm fx) = xéz:{rnw (x3=12x + 6) = +o0
xéi(nw fx) = xéirzo (x3—12x + 6) = —oo
Puntos singulares:
flx) =3x2-12
F)=0 > 3x2-12=0 - x=-2, x=2
x==2 = f(-2)= (=22 -12(-2) + 6=22
x=2 = f(2)=2°-12.2+6=-10
Los puntos (-2, 22) y (2, —10) son puntos singulares.
El punto (-2, 22) es un médximo y el (2, —10) es un minimo por la posicién de las ramas infinitas.
b) Grifica:

Y

40

30
[N
N

B3-2-1 | N2/ 4X
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—30
—40




