Unidad 5.
L a derivada

1. La derivada y la recta tangente

Piensa y calcula

La grafica y = f(x) representa el espacio que recorre un coche en funciéon del tiempo.

AY
y =10
jQ(6, 8)

r t

Espacio (m)

| =7P@3,2) X

Tiempo (s)

Calcula mentalmente:

a) La pendiente de la recta secante, r, que pasa por Py Q
b) La distancia media recorrida entre 3sy 6 s

c) La pendiente de la recta tangente t en el punto P

Solucion:

a)2

8-2 6
b)cVM[3,6]—m—?—2m
c)?

Aplica la teoria

il Calcula la tasa de variacion media de las siguientes
funciones en el intervalo que se indica:
a)f(x) =2x—-3 en[l, 4]
b) f(x) = x* —4x + 2 en [2, 4]

) ) =S5 en [1,2]
d)f(x) =vx+2en[-],2]
Solucion:
4)—f(l 5-(-I 6
a)TVM[I,4]=f(‘)1_f()= 4£|)=?=2
4)-f2) 2-(-2) 4
b)TVM[2,4]=f(4)_£()= 4£2)=?=2
2) — (I 0—(-1/2 I
o TVM[1,2] = f ;_f( ) 2(_| ) ==
2) - f(-I 2-1 [
d) TVM[-1,2] = f(2)—(f(|)) = 2-CN) =3

IEAl Aplica la definicién de derivada y calcula la deriva-
da de las siguientes funciones en los puntos que se
indican:

a)f(x) =3x—2enx=1

b) f(x) =—2x + | enx =3
O f(x)=x*-4enx=-2
d)f(x) =—x*+5x-3enx=1

Solucion:

(1) = fim LD

3(1+h)-2-(3-2) _
- =

L Aehegoger
h—0 h

lim
h—0

lim Lﬁ =3
h—0

5. La derivada
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by (-3) = fim TE2EDTED)

—2(-3+h)+1-[-2-(-3)+ 1] _

= lim

h—0 h
_ _4_ -2
S
—2+h)—f(-2
o2 = tim [E2N=1ED
_(F2+h)-4-[(-2"-4]
= lim =
h—0 h
= lim 7‘_4h+:2_’4‘° =
= lim e Ukl = lim fic4 +h) =
h—0 h h—0

fim 4+ 1) =4

f ()= lim TED=ID
(I +hR+5(1 +h) =3 (=12 +5-1-3)
=h|ILno h -
Y T TS T 1Y I 28 I
_h||—>mo h -
- im, ~30 = i HER3)
= lim (-h+3) =

Kl Aplica la definicién de derivada y calcula:
a) La derivada de la funcién f(x) = x> en x = |

b) Las ecuaciones de las rectas tangente y normal en
el punto de abscisa x = |

c) Representa la funcion f(x) y las rectas.

Solucion:

a)f'(1) = lim il +h,),‘f(') = lim ( +’;)2" -
- i AL BED)

jim, @+ =2

b)Six=1=f()=1=P(1,1)
* Recta tangente: m = f'(l) =2
y=2(x—-1)+1
y=2x— |
* Recta normal:

y——%(x—|)+|

|
=——x+ —
y=7"X",

Bloque II. Funciones

IEW Aplica la definicién de derivada y calcula:
a) La derivada de la funcién f(x) = x*— 2x + | en x =3

b) Las ecuaciones de las rectas tangente y normal en el
punto de abscisa x = 3

c) Representa la funcion f(x) y las rectas.
Solucion:
a)f'(3) = lim

(3+h3?=2(3+h)+1-(32-2-3+1)
m =

f@+h) -fB3)
h

h—0 h
~ fim BFOht—f-oh [ -FHf-[
= lim =
h—0 h
4h + h?
= lim ——— = lim M= lim (4+h) =4
h—0 h h—0 ﬁ h—0

b)Six=3=f(3)=4="P(3,4)
* Recta tangente: m = f'(3) = 4
y=4(x-3)+4
y=4x-8

* Recta normal:

I
y=—:(x—3)+4

y=4x-8

Kl E! nimero de bacterias que hay en un cultivo se ex-
presa mediante la férmula f(x) = 2%, donde x represen-
ta el nimero de horas. Calcula el crecimiento medio
por hora de las bacterias entre las 3 y las 5 horas.

Solucion:
_fG)-fB) _32-8 _
TVMI3, 5] = 5_3 5.3 _
= 2—24 = |12 bacterias/h
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2. Continuidad y derivabilidad

Piensa y calcula

a) Observa la grifica de la funcion:
2

X
x)=|——1I
o) =|
y calcula las pendientes de las rectas tangentes ry s
AY
Y= X -1
4
r
A &

b) ;Se puede dibujar una Unica recta tangente a la grafica de la funcién f(x) en x = 22

Solucioén:
aym=—-lym = |
b) No.

Aplica la teoria

[l Analiza si las funciones representadas admiten deriva-
da en el punto de abscisa x = 2

a) b)
AY AY

/ot

¥
/
V¥

Solucioén:
a) No, porque la funcién no es continua.

b) No. Hay dos rectas tangentes diferentes.

Il Aplica la definicion de derivada y calcula la funcién
derivada de las siguientes funciones:

2) (9 =5
b) f(x) =4x-3

o f(x)=x"—x+1
&)=

Solucion:

a)f'(x) = hlimoﬂ =0

h
0y /(0 = Jim D =)
- i HEABIES - iy

(x+h?—(x+h+1-0*—x+1) _

I )= Jm, ;
I YR Gt el B b ol B
= lim =
h—0 h
2xh + W — |
"J'L‘"OT"J'L“O(Z"”'_')"Z"_'
| | —X—h
Son_ o x+h  x _ . (xthx _
PFe) = th)no h - th‘o h -
s S O .
T a0 (x+h)xif Pl x(x+h) X

K3l Calcula el valor de la derivada de la funcién f(x) = x* + |
en los puntos de abscisa:

a)x=12 b) x=-1 c)x=0 d)x =1
Solucion:
N Cd el e Gl I
9 = im, = -
2 — —
g Kb
h—0 h
oo 2R _
= tim, 2= lim x4 = 2

f'0) = 2x
a)f'(2)=2-2=4

b) f'(=1)=2-(-1)=-2
Qf(0)=2-0=0
dfi()y=2-1=2

5. La derivada
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IEH Calcula el valor de la abscisa en el que la derivada de
la funcién f(x) = x* + x vale 4

Solucion:

f'(X)=h|iLno (x+h) +x-;)-h—(x +x) _

Yruh+h+f+vh—p —f _
h

= lim

h—0
7

= lim 72)(%-“1 ul
h—0 %

3
2x+|=4:>2x=3:>x=?

=hlimo(2x+h+ 1) =2x+ 1

[ Dibuja la grafica de la funcion cuadrética y = x*
a) Calcula su funcion derivada.

b) Representa la funcién derivada en los mismos ejes
coordenados.

c) Observando el dibujo, calcula los puntos en los que
la derivada toma estos valores: |,2,—-1,-2,0

Solucion:
e [ (x+h?—-x>
A1) = fim ==
2_
i X+ 2uh+h - 2
h—0 h
7
+
lim 42)(% f

h—0 !7{

= lim (2x+h) = 2x

b) AY
y=x
-
y=2x
1 =1 S I 0
c) x 5 x=Lx 70X , X

3. Tabla de derivadas y regla de la cadena

Piensa y calcula

Clasifica las siguientes funciones como polinémicas, irracionales, exponenciales, logaritmicas y trigonométricas:

a)y=2" b)y =x c)y =senx d)y=+vx

Solucion:

a) Exponencial. b) Polinémica.

Aplica la teoria

Calcula la funcién derivada aplicando las reglas de derivacion:

Kill2)y=8
b)y=-3x+1
Solucion:
a)y' =
byy'= -3

B2 y=x+4x-5
b) y = x*—3x* + |

Solucion:

a)y =2x+4

b) y' = 4x® — éx

KER )y = (< 8)
b) y = (3¢ + 1)

Solucion:
a)y' =2(x—8)
b) y' = 18x(3x* + 1)?

Bloque II. Funciones

c) Trigonométrica.

e)y=Inx

d) Irracional. e) Logaritmica.

ELX2) y = (¢ +4)
b) y = ( ~ 1)’
Solucion:
a) y' = 4x(x* + 4)
b)y’ = 12¢(x* - 1)?

K2 y=vx-3
b)y=\/4 X —2x

Solucion:
X

b)y' =
x* =3

a)y' =

K2y =e""
b)y = 27"

Solucion:
a) y/ = 3e3x—2
b)y’ =3x2°*%In 2
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2 y=In(3x-2)

Solucion:

3
Y =3,

Bkl 2) y =sen 3x-7)

Solucion:
a) y' = 3cos(3x —7)

b) y = log (2* + x)

24+

, _ bx + |
by’ = +Xloge

2X3

b) y = cos (x* + 4x)

b) y’ = —(2x + 4) sen (x* + 4x)

* Recta normal:
|

I 7
y—?(x—l)—Z:y—?x—?

[EZ4 Calcula el valor de los parametros a y b para que la
funcion
ax six <1

ﬂx)={—2x+b six >

sea derivable en x = |

22) 2y b) | Solucion: AY
BEJ2) y=x" +tgx =xInx
/ 8 Y a) Continuidad de la funcién:
Solucion: Para que la funcién sea con-
a)y' = 2x + sec’ x b)y = I +Inx tinua Ios. !lmltes .Iaterales X
deben existir y ser iguales al >
R valor de la funcion.
x =1 b
| a = =
Eda)y = )Y = s x

Solucioén: f(l)=a .
T a2 adl gy = & s aim_fG) = fim_ax =a —a=-2+b (1)
y (2 + 1) y cos? x thu f(x) = X|Iml (-2x+b)=-2+b

[EAll Halla las ecuaciones de las rectas tangente y normal a
la curva y = x> — 3x* en el punto de abscisa x = |

Solucion:

b) Derivabilidad calculando las derivadas laterales.

Para que exista la derivada, las derivadas laterales de-
ben ser iguales.

xIITr f'(x) = xIITr 2ax = 2a

f(1y=—-2=P(l,-2) f’(x)={20x SR D _ L bs
2 six>| lim f'(x)= lim (-2)=-2

f'(x) = 3x* — 6x X1t X 1*

* Recta tangente: —2=-2=a=-l

f'(1)y=-3 Sustituyendoa=— 1l enlaférmula(l)—1=-2+b=b= |

y=-3x-1)-2=y=-3x+ | La funcién es derivable en x = | paraa=—1,b = |

4. Extremos relativos y crecimiento

Piensa y calcula

Observa la grifica de la funcidn racional f(x) =

2

X

y halla:

AY

o
/]

b) La monotonia, es decir: los intervalos donde es creciente () y los intervalos donde es decreciente (\,)

A £33

a) Los maximos y minimos relativos.

Solucién:
b) Creciente (7): (— oo, —1) U (I, +0)
Decreciente (\): (=1, 0) U (0, I)

a) Maximo relativo: A(-1,-2)

Minimo relativo: B(l, 2)

5. La derivada
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Aplica la teoria

] Calcula los maximos y los minimos relativos y deter-
mina la monotonia de la funcién:

y =x —6x* + 9x

Solucién:

y =3¢ —12x+9
y=0=x=1,x=3
x=1=y=4=A(1,4)
x=3=y=0=B(3,0)
y"=6x—12

y'(1) =—=6 <0 (=) = A(l, 4) Maximo relativo.
y"(3) = 6 > 0 (+) = B(3, 0) Minimo relativo.
f'() = +

X (U 3

Creciente (N): (— oo, 1) U (3, + o)
Decreciente (\)): (I, 3)

EZ] Calcula los maximos y los minimos relativos y deter-
mina la monotonia de la funcién:

y=x'—3x
Solucién:
y' = 3x* - 6x
y =0=x=0,x=2
x=0=y=0=0(0,0)
x=2=>y=-4=AQ2,-4)
y"=6x—6
y"(0) = -6 <0 (-) = 0(0, 0) maximo relativo.
y'(2) = 6 > 0 (+) = A(2, —4) minimo relativo.
- ——
X 0 2

Creciente (): (— o0, 0) U (2, + o0)
Decreciente (\): (0, 2)

Al Calcula los maximos y los minimos relativos y deter-
mina la monotonia de la funcién:

y=x=3x"+4x+ |

Solucion:

y' =3x*—6x+4

y' # 0 = No tiene ni maximos ni minimos relativos.
f'() +

X 0

Creciente (/): R = (= oo, + o0)
Decreciente (\): &

Bloque II. Funciones

L3 Calcula los méximos y los minimos relativos y deter-

mina la monotonia de la funcién:
4

y—T—x3+x2
Solucion:

y' = x> —3x* + 2x
y=0=>x=0,x=1,x=2
x=0=y=0= 0(0,0)

x = :>y=L:>A<I,L>

4 4
x=2=y=0=8(2 0)
y" = 3x*—6x +2

y"(0) =2 >0 (+) = 0O(0, 0) Minimo relativo.

I
y()y=-1<0(-)= A< I, T) Maximo relativo.
y"(2) =2 >0 (+) = B(2, 0) Minimo relativo.

f,(IX)IIII_II+I_II+III
N A A

X o I 2

Creciente (/): (0, 1) U (2, + o)
Decreciente (\): (— o, 0) U (I, 2)

Al Calcula los méaximos y los minimos relativos y deter-
mina la monotonia de la funcién:

X
YT %
Solucion:
L Xl
X?.
y =0=>x=-1,x=1I

x=-1=y=-2=A-1,-2)
x=1=y=2=B8(l,2)

y'(=1)=-2<0(-) = A(- I, —2) Maximo relativo.
y'(1) =2 >0 (+) = B(l, 2) Minimo relativo.

f'() + —

| -
I
X -1 0 |

Creciente (/): (oo, — 1) U (I, + )
Decreciente (\): (—=1,0) U (0, I)

E£J Calcula los maximos y los minimos relativos y deter-
mina la monotonia de la funcién:

_ X —x+ 1
Y= x -1
Solucion:
. X =2
Y -y

y=0=x=0,x=2
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x=0=y=—-1=A0,-1)
x=2=y=3=B(23)

. 2
T -y
y"(0) =-2 <0 (-) = A(0, — I) Méximo relativo.
y'(2) =2 >0 (+) = B(2, 3) Minimo relativo.

fle) =
L A B B S S —

X o 1 2

Creciente (/): (— o0, 0) U (2, + )
Decreciente (\): (0, 1) U (I, 2)

2] Aplicando el célculo de derivadas, estudia la monoto-
nia de la recta:

y=-2x+3
Haz la representacién grifica de la recta e interpreta
el resultado.
Solucion:
y' =—2 < 0= Es siempre decreciente.

La grafica de la funcidn es una recta de pendiente m = -2,
que es la derivada.
TY

L

[E[] Aplicando el cdlculo de derivadas, calcula los maximos
y minimos relativos y determina la monotonia de la
parabola:

y=x'—2x-3

Haz la representacion gréfica de la pardbola e inter-
preta el resultado.

Solucion:

y'=2x-2

y=0=x=1

x=1=y=-4=A(l,-4)

y' =

y"(1) =2>0 (+) = A(l, —4) Minimo relativo.

feg -
x o0

Creciente (): (I, + o0)
Decreciente (\): (— oo, |)

A A%

Tiene un minimo relativo; antes del eje es decreciente,
y después, creciente.

5. Puntos de inflexion, curvatura y puntos singulares

Piensa y calcula

Observa la grifica de la funcién racional f(x) =
convexa (L), y concava (M)

Solucioén:

Punto de inflexion: O(0, 0)
Convexa (U): (=1, 0) U (I, + o)
Céncava (N): (oo, —1) U (0, I)

X
]| y halla visualmente el punto de inflexién y los intervalos donde es
X2 —

5. La derivada
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Aplica la teoria

[Eill Calcula los puntos de inflexion y determina la curva-
tura de la funcion:

y=x—6x*+9x + |

Solucion:

y =3¢ —-12x+9

y'=6x—12

y'=0=x=2=y=3=A(213)

y"'=6#0

Punto de inflexion: A(2, 3)

fle0 =

Convexa (U): (2, + =)

Céncava (N): (— oo, 2)

[EZA Calcula los puntos de inflexion y determina la curva-
tura de la funcion:

y = —3x* + 4x

Solucion:

y' =3 —6x+4

y'=6x—6

y'=0=>x=1=y=2=A(,2)

y"=6%0

Punto de inflexién: A(l, 2)

fleg =

Convexa (L): (I, + )

Concava (N): (— oo, |)

[EEJ Calcula los puntos de inflexion y determina la curva-
tura de la funcién:

y=(x—1)>+1
Solucioén:
y' =3(x-1)
y'=6(x—1)
y'=0=x=1=y=1=A(,1)
y"=6+0

Punto de inflexion: A(l, I)

f”(f() ! ! ! ! _ ! ! | ! ! + ! ! !

X 0 |

Convexa (L): (I, + o)

Céncava (N): (oo, )

Bloque II. Funciones

[ELY Calcula los puntos de inflexion y determina la curva-
tura de la funcién:

y=x*—6x
Solucién:
y' =47 — 12x
y' = 12¢ - 12
y'=0=>x=-1,x=1

x=—l=y=-5=A(I,-5)
x=1=y=-5=B(l,-5)

y" = 24x

y"(1)=24#0

y"(=1)=-24%0

Punto de inflexién: A(-I, =5), B(l,-5)

fled o+
T T T T T I T I T T T T T

X -1 0 1

Convexa (V): (— oo, —1) U (I, + o)
Coéncava (N): (I, 1)

[l Calcula los puntos de inflexion y determina la curva-
tura de la funcion:

y=xt+ 43 +2

Solucion:
y' =4 + 12
y" = 12x* + 24x

N —

y'=0=x=0,x=-2
x=0=y=2=A(0,2)
x=-2=>y=-14=B(-2,-14)

y" =24x + 24

y"(0) =240

y'(-2)=-24+0

Puntos de inflexion: A(O, 2), B(—2, —14)

f”(f() ! ! + ! | _| | ! ! ! + ! ! !
T T T T | T | T T T T T T

X -2 0

Convexa (L): (= o0, =2) U (0, + o)
Céncava (N): (-2, 0)

[E Calcula los puntos de inflexion y determina la curva-
tura de la funcién:

_ox—

y= 2
Solucion:
,_2-x
y = JE
,_ 2(x=3)
X4
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2 ") = —
yr::0:>x=3:>y:*:>A<3,f y"(0) 60
64— ) 9 Punto de inflexion: O(0, 0)
- X
yI/I = s f'//(x) _ I + I _ I +
T T T T T I I I T T T T T
2 X -1 0 1
y'@) =g #0 5 Convexa (U): (=1, 0) U (I, + o)
Punto de inflexién: A<3, ;) Coéncava (N): (-, —1) U (0, I)
T L Ll Calcula los puntos criticos de las siguientes funciones:
T T T T T T I T I T T T
x 0 3 a)y=x b) y = x°
Convexa (L): (3, + ) Rl
) a) y' = 5x*
Céncava (N): (— <0, 0) U (0, 3) ) =0=x=0=y=0=0(0,0)
y" =20x°
Calcula los puntos de inflexion y determina la curva- " = 60x2
tura de la funcién: yom e
N y" = 120x
y= | y' =120
Punto de inflexién en O(0, 0)
Solucioén:
X2+ | b) y' = 6x°
/:_(XZ_I)Z y!:0:>X:0:>y:0:>O(0'0)
U2+ 3) y' =304
" — (XZ - I )3 yr// - |20x3
y" = 360x>
y—0:>x4—0:2>y—0:>0(0,0) y" = 720x
m=_6(x +6x°+ 1) J= 720

(= 1)

Minimo en O(0, 0)
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Ejercicios y problemas propuestos

Ejercicios propuestos
1. La derivada y la recta tangente

[EE] Calcula la tasa de variacion media de las siguientes fun-
ciones en el intervalo que se indica:

a) f(x) =—3x+ 5en [-1,2]
b) f(x) = X*— 6x—4 en [, 3]
o) f(x) =
d) f(x) = m en [-3,0]

3en[|3]

Solucion:

2) VM1, 2] = f(i)_—(f(l—)l) 2—|(_?) 79__3
b) TVM[, 3] = f(3;i'|r(l) _ —|33_(|—9) =—_24=_2
v B2

4 TVM[-3,0 = 1Q=fC3) __2-1 |

0-(-3) 0-(3) 3

LD Aplica la definicién de derivada y calcula la derivada de las
siguientes funciones en los puntos que se indican:

a)f(x) =5x—3enx=-4
b) f(x) =—x+2enx=3
o) f(x) =—x*+5enx=—I

d)f(x) =3 +5x—4enx=1
Solucion:
a)f'(—4) = lim
5(3%)-3-[5-(-4)-3] _

fea+h—f4) _
) -

=h|iino h
=#%_%+% F+20+F _ _%
) F'(3) = im f(3+h,),—f(3) _
_ —(3+h)+2-(-3+2) _
T hso h -
= |im =2 h+z A S
h—0 h—0 ﬁ
—| +h) - f(-
9f ] )_Lof( +;f()=
. =(E1+h+5-[-(1)*+5]
:hhino h -
. —//+2h—h;+5+/_5=
= lim 2l J.’mo%= lim (2= h) =2

Bloque II. Funciones

®f10=gmyﬁli%:igl=
3(1 +h)>*+5(1 +h)—4—(3-1>+5-1—4) _
h b h -
_ i BF6h+3n+B+Sh-A-F-F+A _
A h -

3h*+ 11h
im = lim H(3h-+ 11) =
h—0 h—0

lim (3h+11) = 1

L1l Aplica la definicion de derivada y calcula:

a) La derivada de la funcion f(x) = x"+ 4x— 1l enx = |

b) Las ecuaciones de las rectas tangente y normal en el
punto de abscisa x = |

c) Representa la funcion f(x) y las rectas.

Solucion:
(1) = fim LI
o (I+h)?+4(l+h) == (17+4-1-1)
=h||210 h -
f+2h+h*+A+4h—f—f—A+) _
lim =
h—0 h
= lim h I =hlim0—ﬁ(6+h) = lim (6+h) = 6

b)Six=1=f(l)=4=P(,4)
* Recta tangente:

m=f'(l)=6
y=6(x—-1)+4
y=6x—-2
* Recta normal:
|
=—Z(x—l)+4
N )
Y="6 X" 6
<)
y=——x+£
6

y=6x—-2

24 El nimero de llamadas que se reciben en una centralita es:
2

) = 4=

donde x se expresa en horas, y f(x), en miles de llamadas.

Calcula el nimero medio de llamadas que se reciben
entre las 2 y las 4 horas; y entre las 4 y las 6 horas.
{Cémo interpretas los resultados?
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Solucion:

H-f2)  8-6 2

a)TVM[2,4]=f(:_§() ===
6)-f4) _6-8 -2

b) TVM[4, 6] = f(é)_i(): = !

Entre 2 y 4 la funcién es creciente y entre 4 y 6 es decre-
ciente. Debe presentar un maximo en x = 4

2. Continuidad y derivabilidad

L& Analiza si las funciones representadas admiten derivada
enx=|

a) AY b) AY

/

N
VX

N
A S

Solucion:

a) No, porque es discontinua.

b) No, porque se pueden dibujar dos rectas tangentes de
pendientes distintas en x = |

ELY Aplicando la definicion de derivada, calcula la funcién
derivada de las siguientes funciones:

a) f(x) =2 —4x + 3

b) f(q) =

x+2

Solucion:
2(x + h)> — 4(x + h) +3 — (2x* — 4x +3)

3= iy h -
203+ 2xh + h?) — 4x —4h +3 -2+ 4x -3
= m =
h—0 h
o Zx*+4xh+ 20 —Ax —4h+Z - I’ +Ax -3 _
hITO h
Axf + 207 — 4 _

lim

h—0 ﬁ

hlimo(4x+2h—4)=4x—4

3.3
b)f'(¢) = lim XD X3 -

Ex+g-Fx-3h-§

) (x+h+2)(x+2)
= lim =
h—0 h
— 3
= lim 3!7{

Do (x+h+ 2t 2f | (x+2)

L5 Aplicando la definicién de derivada, halla la funcién

derivada de f(x) = V'x

Calcula:

a) El valor de la derivada en el punto de abscisa x =2

b) El valor de la abscisa en el que la derivada vale 1/4

Solucion:

Varh-vx _
h

0= i -

(Ve V)

= lim

"o h(vxth+Vx)

|
?

|
g

’ :#:_
AND ===
|

b) 2Vx

3. Tabla de derivadas y regla de la cadena

Calcula la funcion derivada aplicando las reglas de derivacion:

Efa)y=3"+x-7
Solucioén:
a)y' =6x+ |
Edlla)y=2¢+x-5
Solucioén:
a)y’ = 6x* + 2x
Ela)y= (- 1)
Solucioén:
a)y = 6x*(x*— 1)
K&l a)y = (¢ +x)’

Solucion:
a) y’ = 3(6x* + 20)(2¢ + x)?

El2)y=V3x-2

Solucion:
3x

A= V3xt-2

© Grupo Editorial Bruino, S. L.

|
= 2 Wx=4=Vx=2=x=4

b) y = —x* + x> — 6x

b)y' =—4x +2x-6

b) y = 3x* + 5x + |

by’ =12 +5

by = (¢ + 1)’

b) y' = 12X + 1)3

b) y = (2" = 1)’

b) y’ = 40x3(2x* — 1)*

b)y=Vx —x

5. La derivada



Eill2) y = VX - x

Solucion:

3x2 =1

a)y' = —(——
58 (¢ = x)*
)y =

Solucion:

a)y’ = éx’e™

B0y = 7

Solucion:
a)y' =2-7""*-In7

E32)y=In(5-3x
Solucién:
I5x* -3

5x% — 3x

!

a)y' =

Efla) y = log (¢ +5)

Solucion:
2

23 +5

a)y' = log e

Jq a) y = sen (3x* — 4x
4

Solucion:

a) y' = (6x —4) cos (3x* — 4x)

b)y=\/3 x* + 4x

)y’ = 2+ 4

yr=—224
33/ (X + 4x)?

b) y = e

b) y' = 7™

b)y=e**

b)y' =—2xe**?

b) y =In (x* - X

b) y = cos (4x° + x)

b) y’ =— (12x* + 1) sen (4x° + x)

Ell2) y = sen (¢ +2)
Solucién:
a)y’ =3x*cos (¢ +2)
Ella)y=¢+cosx

Solucion:

[r— X
a)y' =e‘—senx

2x +3

x2 -2

99 EVNE

Solucion:

b)y=tg (x*- 1)

b) y’ = 2x sec* (x* - )

b)y=x¢e

by’ =(x+1)e*
In x

b)y = sen x

v B S Sy
Ay =—
' -2y
I
,_TSenx_lnxcosx_senx—xlnxcosx
b)y' = =

sen? x

Bloque II. Funciones

x sen? x

[ Calcula las tres primeras derivadas de las siguientes
funciones y simplifica los resultados.

a)y=—x"+2*
xt—|
9gy=—
Solucion:

a) y = — 4+ 4x

y'=—12x*+ 4
y" = —24x
2+
Oy = xle
o 2
y = X3
m—i
4 _X4

X
b)y=?—2x
q x*+4
)Y =",
X2
b)y—T—Z
y//=x
y/H=I
2
X—
d)y’ =
)Y 2x?
//_i
y >
m__l_2
4 v

il Calcula las tres primeras derivadas de las siguientes
funciones y simplifica los resultados.

a)y =—x*+ 3x

<)y = x*+3

Solucion:

a)y' =—3x+3
y' =—6x
y"=-6
. [2x
V=
L, 360 —1)
L 144x(3 - x%)
- 0 + 3)*

b) y = x* — 4x?
q X —x-2
VY= T,
b) y' = 4x’ — 8x
y =124 -8
y" = 24x
-x*+2x -3
Y 2
(x=1)
I/ — 4
(x=1)°
mo— _ 12
T -y

4. Extremos relativos y crecimiento

[ Calcula los méximos y los minimos relativos y deter-
mina la monotonia de la funcién:

Solucién:
y' =3x*-3
y=0=>x=-1,x=1

x=—-1=y=2=A1,2)
x=1=y=-2=B(l,-2)

© Grupo Editorial Bruino, S. L.
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y/l = 6X
y'(=1)=-6 <0 (-) = A(- 1, 2) Maximo relativo.
y'(1) =6 >0 (+) = B(l, —2) Minimo relativo.

f,(IX) 1 1 1 + I

X -1 0 |1

Creciente (/): (oo, = 1) U (I, +0)
Decreciente (\): (=1, 1)

B Calcula los méximos y los minimos relativos y deter-
mina la monotonia de la funcién:

X3

y=?—4x

Solucion:
y/: 2_4
y=0=>x=-2,x=2

16 16
x=—2=>y=—:A(—2, >

3 3

16 16
X=2:>y_—T:>B<2,—T>
H=2X

16
y'(=2)=-4<0(-) = A(— 2, T) Maximo relativo.

16
y'(2)=4>0(+)= B(Z, _T> Minimo relativo.

fle) —  + -

X -2 0 2

Creciente (): (—o0, —=2) U (2, + o)
Decreciente (\): (-2, 2)

LY Calcula los méximos y los minimos relativos y deter-
mina la monotonia de la funcion:

y=2¢—6x+ |
Solucioén:
y' =6x*—6
y =0=>x=-I,x=1

x=—-l=y=5=A(1,5)
x=1=y=-3=B(l,-3)
y' = 12x

y'(=1)=-12<0 (-) > A(- 1, 5) Maximo relativo.
y"(1)=12> 0 (+) = B(l, —3) Minimo relativo.
f'(x) + |

= -1 0 1
Creciente (/): (—o°, —1) U (I, + o)
Decreciente (\): (1, I)

[l Calcula los méximos y los minimos relativos y deter-

mina la monotonia de la funcién:

y=—x>+6x*+ 15x - |

Solucion:
y' ==3x+12x+ 15
y =0=x=-1,x=5

x=-1=y=-9=A-1,-9)
x=5=y=99=B(,99)

y'=—6x+ 12

y'(=1)=18>0 (+) = A(= I, —9) Minimo relativo.
y"(5) = =18 <0 (-) = B(5, 99) Méximo relativo.

f,(IX) 1 1 _I 1 I 1 + i
T T T T T I T

X -1 0 5

Creciente (/): (-1, 5)

Decreciente (\): (—oo, — 1) U (5, + )

[ Calcula los méximos y los minimos relativos y deter-
mina la monotonia de la funcién:

_ 2
Y e
Solucioén:
,_—2x2+2
YTy
y =0=x=-1,x=I
x=—-l=y=-1=A-I,-1)
x=1=y=1=8(,1)
”_4x3—|2x
_(X2+|)3
y'(=1)=1>0 (+) = A(- I, =) Minimo relativo.
y'(1)=-=1<0 (-) = B(l, ) Maximo relativo.
feg = ot
—ttt T T+ +—+—
X -1 0 I

Creciente (/): (=1, I)
Decreciente (\): (oo, — 1) U (I, + o)

Il Calcula los méximos y los minimos relativos y deter-
mina la monotonia de la funcion:

2

X
YT 3
Solucion:
. 6x
ey
y =0=>x=0

x=0=y=0=0(0,0)

5. La derivada [111]
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_ 18+ 18
(*+3)°

2
y"(0) = 3 >0 (+) = 0(0, 0) Minimo relativo.

f'() - +
X 0

Creciente (/): (0, + o)
Decreciente (\): (—oo, 0)

LA Calcula los méximos y los minimos relativos y deter-
mina la monotonia de la funcién:

X =2+ |
Y= x—2
Solucion:
x*—4x+3
(x -2)?
y=0=>x=1,x=3

!

y:

x=1=y=0=A(,0)
x=3=y=4=B(3,4)

2

BCEE

y'(1)=-2<0 (-) = A(l, 0) Maximo relativo.
y"(3) =2 >0 (+) = B(3, 4) Minimo relativo.

”

y

f- ,(IX) 1 1 1 1 1 + 1 I _ I — I + 1 1 1
— T T
X o I 2 3

Creciente (): (—oo, 1) U (3, +0)
Decreciente (\): (1, 2) U (2, 3)

LR Aplicando el calculo de derivadas, estudia la monotonia
delarectay=4x-5

Haz la representacion grifica de la recta e interpreta el
resultado.

Solucion:

y' =4 >0 = La funcién es siempre creciente.
AY

L

|
Es una recta de pendiente 4, que es el valor de la derivada.

[} Aplicando el calculo de derivadas, calcula los maximos
y minimos relativos y determina la monotonia de la
parabola y = —2x* — 8x — 3
Haz la representacion grifica de la parabola e interpreta
el resultado.

[112] Bloque II. Funciones

Solucioén:

y ' =—4x-8
y=0=>x=-2
x=-2=y=5=A(-25)

yN = _4

y'(=2) =-4 <0 (-) = A(-2, 5) Maximo relativo.

f-,(IX) 1 1 + 1 I 1 1 1 T 1 1 1 1
T T T T I T T T T T T T T

X -2 0

Creciente (/): (—0, —2)
Decreciente (\): (-2, + o)

AY
A(=2,5)

A

Es una parabola con eje de simetria en x = -2 y con el
vértice en A(-2, 5)

5. Puntos de inflexiéon, curvatura
y puntos singulares

il Calcula los puntos de inflexién y determina la curvatura
de la funcién:

y=x-3x+4
Solucioén:
y' =3x%*-3
y" = 6x
y'=0=>x=0=y=4=A(0,4)
y'=6#0
Punto de inflexién: A(0, 4)
f”(IX) 1 1 1 1 _I I 1 + 1 1 1 1 1
T T T T T T I T T T T T T
X 0

Convexa (V): (0, + o)
Céncava (N): (— o, 0)

Calcula los puntos de inflexién y determina la curvatura
de la funcién:

y=—x+3x+ |

Solucién:

y' ==3x* + 6x

y'=—6x+6
y'=0=>x=1=y=3=A(l,3)
y'=-6#0
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Punto de inflexién: A(l, 3)

i) + -

X 0o |

Convexa (U): (= oo, 1)

Concava (N): (I, + o)

[EE] Calcula los puntos de inflexién y determina la curvatura
de la funcién:

y=2¢-3x+4
Solucioén:
y' =6x*—3
y' = 12x
y'=0=x=0=>y=4=A(0,4)
y"=12#0
Punto de inflexion: A(0, 4)
ffeg . =
XI I I I I I (I) I I I I I I

Convexa (L): (0, + o)

Céncava (N): (— oo, 0)

Calcula los puntos de inflexion y determina la curvatura
de la funcién:

y = 4x* — 3x*

Solucioén:
y =123 — 12X
y" = 24x — 36x

2
y”=0:x=0,x=?

x=0=y=0=0(0,0)

2 06 (216
3TV T

y" =24 —-72x
y"(0) = 24 # 0 = Punto de inflexion: O (0, 0)
y”'(%>=—24¢0 ) 16

Punto de inflexién: A(?, 7)

f'(x) - + -

|
|
X 0

3

Convexa (L): (0, l)
Céncava (N): (— o0, 0) U <?, +z>o>

Calcula los puntos de inflexién y determina la curvatura
de la funcién:

y=x'—6x*—6x+ |

Solucion:

y =4 - 12x—6

y =123 - 12
y'=0=x=-I,x=1

x=—1=y=2=A-1,2)
x=1=y=-10=B(l,-10)

y" = 24x

y" (=1) = -24 # 0 = Punto de inflexién: A(-1, 2)
y” (1) = 24 # 0 = Punto de inflexién: B(l, —10)

ffeg o+ -
X —II 0o |
Convexa (V): (= o0, — 1) U (I, + )

Céncava (N): (-1, 1)

(A Calcula los puntos de inflexion y determina la curvatura
de la funcién:

6
y= x+3
Solucion:
o 12x
(2 + 3"
. 36(x* —1)
(2 + 3)
y'=0=x=-I,x=1
3 3
X——|$y—?=>A(—|,?>
3 3
X—|:>y—?:>B<|,?>
o I44x(3—x2)
(X2+3)4
" __2
y'(=1)= 8 #0

Punto de inflexién: A(—I, %)

9 3
y"(l) = 8 # 0 = Punto de inflexion: B( I, ?>
f”(IX) 1 1 -‘I- 1 I _I I 1 1 + 1 1 1
— 1ttt
X -1 0 1

Convexa (U): (—oo, — I) U (I, + o)
Céncava (N): (-1, 1)

5. La derivada [113]
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Calcula los puntos de inflexion y determina la curvatura v 208
= 2%

de la funcién:
- X y'(0)=0
y - 2 " — 2
x—4 y" = 60x
Solucion: y"(0)=0
X2+ 4 yY = 120x
T -4y y¥(0)=0
L 23+ 24x y' =120 # 0 = 0(0, 3) Punto de inflexién.
B
Y =0=x=0=y=0=0(0,0) E£&J Calcula los puntos criticos de la funcién: y = x* — 2
mo— _ 6(X4 v 24XZ v |6) Solucion:
(o -4 y' =6x°
3 ,
y"(0) = — - # 0 = Punto de inflexion: O(0, 3) y=0=x=0=0(0,-2)
8 /- 4
') e
X - + - + " —
- y"(0)=0
x -2 0 2 y" = 120x°
Convexa (U): (2, 0) U (2, + ) y"(0)=0
Céncava (N): (= =, —=2) U (0, 2) y" = 360x
y"'(0)=0
LR Calcula los puntos criticos de la funcién: y = x* + 3 y' =720x
Solucién: y'(0)=0
y' = 5x* y"' = 720x
y"' =720 >0 (+) = 0(0, — 2) Minimo relativo.

y'=0=x=0= 0(0, 3)

Para ampliar

E[ Calcula la tasa de variaciéon media de las siguientes fun- EZA Aplica la definiciéon de derivada y calcula:

ciones en el intervalo que se indica: 3
a) La derivada de la funcién f(x) = —en x = |
X

a)f(x)=—x+len[-1,2]
b) Las ecuaciones de las rectas tangente y normal en el

b) f(x) = —x>+4x—2en [2,4] X
punto de abscisa x = |
Solucioén: c) Representa la funciéon f(x) y las rectas.

2) - f(-I —1-2 - 0
a) TVWM[-1,2] = f(z)_ (f(l) ) = 20N = T3=_I Solucion:
f4)-f@) _-2-2 _ -4 B
= — S e R T I N [ l+h  _
b) TVM[2. 4] 4-2 4-2 2 2 a)f'(l) = lim h = lim h =
, =3 ., =3
o . - = lim ——=7= lim ———=-3
kil Calcula la tasa de variacion media de las siguientes fun- nso (I+h)A  n—o 1 +h
ciones en el intervalo que se indica:
b)Six=1=f(l) =3 =P(l, 3)
a) f(x) = X+|2 en [3, 5] * Recta tangente:
g m=f(1)=-3
b) f(x) = Vx+6 en [-2, 3] y=-3(x-1)+3
y=-3x+6
Solucién: * Recta normal:
fG) -f@) _2-4 _ -2 1
= = S=—8= =5 (x-=1)+3
a) TVM[3, 5] — T | y=3 k=1
—f(- - | 8
f@-f=2 _ 3-2 _ 1 y=gxts

b)TVM-2.3] = = o= = 5= 5 =

Bloque II. Funciones
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<
I
w|x
+
w| oo

A(1,3)

\

o

y=-3x+6

EEJ E! espacio que recorre una motocicleta viene dado por
f(t) = t> + t, donde t se expresa en segundos, y f(t), en
metros. Calcula la velocidad media en las dos primeras
horas de movimiento.

Solucion:
f2)-f(0) _ 6-0 _
2-0 p)

TVM[O, 2] = ~ =3mis

KLY Analiza en qué puntos la funcién del grifico no es deri-
vable.
AY

L

y =24

Solucion:

En x =—-2y en x = 2 la grafica de la funcidn tiene picos, y se
pueden dibujar, en cada uno de ellos, dos rectas tangentes
con distinta pendiente. Es decir, la funcién no es derivable.

[ Analiza si en x = 3 la funcién del grifico es derivable.
Dibuja la recta tangente en dicho punto.

AY

p= =3+

Solucion:

A A3

La funcién es derivable en x = 3. La tangente en dicho
punto es la rectay = |

Elf Aplicando la definicion de derivada, calcula la funcién
derivada de las siguientes funciones:

2
a) f(x) =x° b) fl) = ——

Solucién:

e i (x+h?-x _
a)f'x) = b h -

2 2443

- X +3Ch+3xh + b=
h—0 h
(3 +3xh + h)H
lim —————

h—0 ﬁ

= lim (3x* + 3xh + h?) = 3x*

2 _ 2
b)f!(x):hlimo X+h—|h x—| =
W-2-%-2m+]
- i (x+h-)(x-1) _
_hILnO h -
—2% 2

A G ) —DF . x—1)

Kl Aplicando la definicién de derivada, halla la funcién

derivada de: 3
fo)=~"5

Calcula:
a) El valor de la derivada en el punto de abscisa x = 3
b) El valor de la abscisa en el que la derivada es —1/3

Solucion:
3 3
D\ e xth-2 x-2 _
1) = Jim, =R =
HK-B-34-3h+g

(x+h-2)(x-2)

=h”Lno h -
= lim ~3f =- 3
h>o (x+h—=2)(x —2)/ (x=2)?
a)f'(3)=-3
3 |
b) — (x—2)2 ——?=>x——l,x—5

Calcula la funcién derivada aplicando las reglas de derivacion:

Koy = (¢ +4)
Solucion:
a) y' = 6x(x* + 4)
b) y' = 6x*(x* + 4) sen x + (x* + 4)* cos x

b) y = (¢ + 4)? sen x

5 24+ 2x -1
Ela)y=Vx+— by ="
X X =2
Solucion:
| 5 —2x*—2x—4
0 = - = by’ = -
a)y el )y -2

5. La derivada [115]
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. %+ |
Ela)y=— b)y = Vx| Ella)y=— b) y = x sen x

sen x cos x
Solucién: Solucioén:
ay = e sen x —e* cos x _ e*(sen x — cos X) 2y = 2 cos x+ (2x + ) sen x
4 sen® x sen” x cos® x
b) y' = sen x + x cos x
X
by’ =—F——
X =1
EE] Calcula las tres primeras derivadas de las siguientes
I funciones y simplifica los resultados.
Ella)y = b)y = In(3x -5)
Vx a)y=x -6+ 12x-7 b)y=—x*+3x*—4x + 4
Solucion: 4 I — |
I 3 y= dyy=""
a)y' =—— b)y = x* =1 X
3xVx 2(3x = 5)4/In (3x = 5)
Solucion:
: ~ senx _ete” a)y =3¢ —12x+ 12 b)y' =-3x*+ 6x — 4
Eda)y=e b) y 4 /
2 y = 6x— 12 Y =—6x+6
Solucioén: s y" =6 y"=—6
a)y' = cos x e*"* V= 9y =- 8x 8y = 2 - 2x
(*=1)? X
. — Vx+2 — 24X2 +8 4x — 6
ma)y_e b)y—elnx n— 2" = y/r=
¢ =1y? X'
Solucién: L, —96x — 96x y" = —12x +24
VI 5
a)y/=7I eV b)yl=ex(|nx+i> G =1) X
2Vx+2 X
LY Calcula las tres primeras derivadas de las siguientes
ELY 2) y = e” cos x b)y =2x + 3e**? funciones y simplifica los resultados.
Solucién: a)y =x'+ 2 b)y =x' ~x
2 2
= -1
a) y’ = e¥(2cos x — sen x) Qy= 2X+3 d)y= X2+I
by’ =2-3e**? X X
Solucioén:
0 = = Vx
Efla)y=Intgx b)y=In5x +e a) y' = 4 + 4x b) y' = 4x° — 3%
Solucioén: y'=12+ 4 y' = 12x - 6x
sec” x I y" = 24x y" =24x—6
a)y' = = = sec X cosec X
tg X sen x cos X )y 6x d)y’ 4x
C = =
by = tal o T3y YTy
X 2Vx L, —18+18 L =12+ 4
= Y =T o v
— (¢ +3)° O+ 1)
Elll2)y =t Vix+2 b) y = sen v/2x T —216x 48 — 48x
y e SE— =
Solucion: O +3)° O+ 1)*

3
a)y) =—————sec?V3x+2 b)y =

|
2W3x+2 iz et v L[ Calcula los méximos y los minimos relativos y deter-
mina la monotonia de la funcién:
Il 2) y = cos” x b) y = tg" x + 2°* y=x —2¢+x
Solucién: Solucion:
a) y’ =—2cos x sen x y' =3x—4x + |

b) y’ =2 tg x sec’ x + cos x 2°"* In 2 y,=0:>X=I’X=?

Bloque II. Funciones
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x=1=y=0=A(l,0)

414
XT3TYT g T

y'=6x—4

y'(1) =2 >0 (+) = A(l, 0) Minimo relativo.

o) 2 14 i .
y ( 3 ) =-2<0(-) :>B< 3 27 > Maximo relativo.

= +
I I 1 1 1 1 1
|

ffe) o+

X 0o |1
1/3

Creciente (): (—oo, %) U (I, + =)
Decreciente (\): <%, I)

['7] Calcula los méximos y los minimos relativos y deter-
mina la monotonia de la funcién:

_ 4
Y e 2k +5
Solucioén:
,_  —8&+8
VT -2 oy
y =0=>x=1
x=l=y=1=A(,1)
L, 8(3x*—6x-1)
(x* —2x +5)?
I
y'(1) = ) <0 (-) = A(l, 1) Maximo relativo.
ffeo o+ =
T T T T T T T I T T T T T
X 0 |

Creciente (/): (— oo, |)
Decreciente (\): (I, + o)

L[] Calcula los méximos y los minimos relativos y deter-
mina la monotonia de la funcién:

X —4x+4
Y= x —1
Solucion:

, X —2x
T
y =0=x=0,x=2
x=0=>y=-4=A(0,-4)
x=2=y=0=B(2,0)

2

”

y

-1y
y"(0) = -2 <0 (-) = A(0, — 4) Maximo relativo.
y"(2) =2 >0 (+) = B(2, 0) Minimo relativo.

T T T T T I I I T T T T
X o I 2

f'(x) + - - +

Creciente (/): (— o, 0) U (2, + o)
Decreciente (\): (0, 1) U (I, 2)

L[Z] Calcula los méximos y los minimos relativos y deter-
mina la monotonia de la funcion:

_ 5
ATy
Solucion:
L 10x
(+ 1)
y=0=x=0
x=0=y=5=A(0,5)
,_ 30x*—10
(@ + 1y

y"(0) =—10 <0 (-) = A(0, 5) Maximo relativo.

fle) o+ -

x 0
Creciente (): (- oo, 0)

Decreciente (\): (0, + )

L5 Aplicando el célculo de derivadas, estudia la monotonia

de la recta:
y= —g +3
Haz la representacion grifica de la recta e interpreta el
resultado.
Solucién:
y' = —% <0

La derivada es menor que cero para todo valor de x; luego
la funcién es siempre decreciente.

La gréfica de la funcién es una recta de pendiente —1/2,
que es su derivada.

A

5. La derivada | 117
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1] Aplicando el célculo de derivadas, calcula los maximos

y minimos relativos y determina la monotonia de la
2

parabola y = X? -x-3

Haz la representacion grafica de la pardbola e interpreta
el resultado.

Solucion:

y' =x—1

y =0=>x=I

I AT P
x=l=y=-5= S

yH=I 7

y(h=1>0#)= A( I, —?> Minimo relativo.
fg -
T T T T T T T I T T T T T
X 0o |1

Creciente (/): (I, + ) AY

Decreciente (\): (— o, I)
El vértice de la parabola coinci-

de con el minimo calculado. é
Antes del vértice, la parabola

es decreciente, y después, cre- OA | 7
ciente. )

Calcula los puntos de inflexion y determina la curvatura
de la funcién:

a)y=x-3%+2 b) y = x* — 6x* + 5x

Solucion:

a) y' =3x*— 6x

y'=6x—6

y'=0=>x=1=y=0=A(,0)

y' =6

y"(l) = 6 # 0 = Punto de inflexién: A(l, 0)
flg 5
x 0 |

Convexa (V): (I, + «); concava (N): (<o, 1)
b)y' =4x - 12x+5

y =123 - 12

y'=0=>x=-1,x=1
x=—l=y=-10=A(-1,-10)
x=1=y=0=B(l,0)

y" = 24x

y"(=1) = =24 # 0 = Punto de inflexion: A(-1,—10)

y"(1) = 24 # 0 = Punto de inflexion: B(l, 0)
f"(IX) 1 1 -'I- I

X -1 0 |

Bloque II. Funciones

Convexa (U): (=0, —1) U (I, + o)
Coéncava (N): (=1, I)

L[] Calcula los puntos de inflexion y determina la curvatura
de la funcion:

2) 2x byy = 2x
X+ X =1
Solucioén:
,_ =2 +2
Ve
P e
- (X2+ |)3

y”=0:>x=—x/§,x=0,x=\/§

3 3
x=—\/§:>y=——\/; :>A<—\F3,——\/27>
x=0=>y=0=0(0,0)

x=\F3:>y=£:>B<\/§,£>

2 2
. =712
(X2+|)4
3
m(-v3)==20=>
p(-v3)=

2
y"(0) = — 12 # 0 = Punto de inflexién: O (0, 0)

3
= Punto de inflexién: A(- \/3, —\/_>

3 3
y”’(\/g) = ria 0 = Punto de inflexién: B<\/§ g)

f/,(IX) 1 1 _ 1 II -‘I- i +

X 3 o
Convexa(u):(— 3,0)U(\/§
Céncava (N): <—<>°, —\/3) U

L =P -2
b) y ST
L A3 —12x
- 02+ 1)?
y'=0=>x=0=y=0=0(0, 0)
o =2+ 723 - 12
B 02+ 1y

y"”(0) = —12 # 0 = Punto de inflexién: O (0, 0)

f"(x) _ +  — +
T S e —
X -1 0 |

Convexa (U): (=1, 0) U (I, + o)
Coéncava (N): (-, —1) U (0, I)
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Problemas propuestos

L[] Aplicando la definicion de derivada, calcula la ecuacién
de la recta tangente a la curva:

feq) =

en el punto de abscisa x = -2

x+3

Solucion:
| |

_2+h+3 -2+3

e = iy SR =R -
[ Y-/F-h

= lim h+l lim | +h = lim _% =
h—0 h h—0 h h—0 (I +h)}’f
=0 _

- hhino | +h .

Six=-2=f-2)=1=P21)

m=f'(-2)=-1

y=-+2+ 1

y=—x—1

L[] Halla los puntos en los que la funcién derivada de las
siguientes funciones es igual a cero:

a)y =2 +3x* - 12x byy=x>—3x>+3x+2

Solucioén:

a) y' = 6x*+ 6x— 12
6x*+6x—12=0
XHx-2=0=>x=1,x=-2
x=1l=y=-7=P(,-7)
x=-2=y=20= P(2,20)

b) y' =3x*—6x+3
3X*—6x+3=0
-2+ 1=0=>x=1|
x=1=y=3=P(,3)

LI} Halla las ecuaciones de las rectas tangente y normal a la
curvay = x> — 4x + 5 en el punto de abscisa x = 3
Solucién:
x=3=y=2=P(3,2)
y =2x—4
* Recta tangente:
m=y'(3)=2
y=2(x—-3)+2
y=2x—-4
* Recta normal:
y= —% x—3)+2
| 7

=—— x+—
Y= X",

[iE3 Halla las ecuaciones de las rectas tangente y normal a
la curva y = x> — 5x + 4 en el punto de abscisa x = —2
Solucion:
X=-2=y=6=P(-2,6)
y' =3x*-5
* Recta tangente:
m=y'(-2)=7
y=7x+2)+6
y=7x+20
* Recta normal:
y=-g ) +e
|40

=—— x+
y=o7 Xy

K] Halla las ecuaciones de las rectas tangente y normal a
la curva:

-
7%
en el punto de abscisa x = |
Solucioén:
x=l=y=1=P(,1)
|

-

* Recta tangente:
m=y'(l)=-1
y=—Il(x—-1)+1
y=—-x+2

* Recta normal:
y=Kx—-1)+1
y=x

L] Calcula la ecuacién de la recta tangente a la curva
y = x* + | cuya pendiente sea 4
Solucioén:
y' =43
44C=4=C=1=x=I
x=1=y=2=FP(1,2)

m=4
y=4x-1)+2
y=4x-2

i Calcula la ecuacién de la recta tangente a la curva
y = x* — 9x + | cuya pendiente sea 3. ;Cuantas solu-

ciones hay?
Solucioén:
y' =3¢-9

33-9=3=23%=12=xX=4=x=2,x=-2

5. La derivada
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) x=2=y=-9=P(2,-9)

m=3

y=3x-2)-9

y=3x-15
b)x=-2=y=11=>P(-21I)

m=3

y=3(x+2)+ 1l

y=3x+17

Hay dos soluciones.

L[] Escribe las ecuaciones de las rectas tangentes a la curva
y = —x* + 26x que sean paralelas a la recta y = —x

Solucioén:
La recta tiene de pendiente:

y ==I,m=-1
y' =-=3x+26
-3 +26=-1=>x=9=x=3,x=-3
a) x=3=y=5] =P(3,5I)
m=—|
y=—1(x—3)+5I
y=—-x+54
b)x=-3=y=-51 = P(-3,-5I)
m=—|
y=—I(x+3)-5I
y=-x-54

L4 Halla las ecuaciones de las rectas tangentes a la curva

y = x> — x* que tengan una pendiente de 45°
Solucién:
m=tg45° = |
=3x* - 2x
3x2—2x=I:3x2—2x—I=0=>x=I,x=—?
a)x=1=y=0=P(l,0)
m= |
y=x—1I
A T S A N
)x=m3=y=T 2y
m= |
L. &
A RV
R
I Ty
Lif] Calcula las ecuaciones de las rectas tangentes a la curva
y = x* — 4 en los puntos de corte con el eje X
Solucioén:
X*—4=0=>x=2,x=-2
y' =

Bloque II. Funciones

a) P(2, 0)

m=y'(2) =4
=4(x—2)
y=4x-8
b) P(-2, 0)
m=y'(-2)=-4
y =—4(x+2)
y=-4x-8

LiE] Calcula los maximos y los minimos relativos y deter-

mina la monotonia de la funciéon: y = sen x
Solucion:

Como es una funcién periédica de periodo 2T, solo se es-
tudia en el primer periodo positivo [0, 27]

y' = cos x

S0 x= R =3
cosx=0=x=—x=—

e e
X—?:>y—|:>A? )

3n T
X = T:>y——|:>B<T )
y" = —sen x

2

y(3—n> =1>0(+) = B(
2
f'(x) +

y"<£> =—1<0()= (% ) Méximo relativo.
T

) Minimo relativo.

|
!
X 0
b1 3n
Creciente (/): (0 ?> U (7 2n>

Decreciente (\): (— —

kL] Calcula los maximos y los minimos relativos y deter-
mina la monotonia de la funcién: y = cos x
Solucion:
Como es una funcién periodica de periodo 2T, solo se es-
tudia en el primer periodo positivo [0, 27]
y' =—senx
senx=0=x=0,x=m7
x=0=y=1=A(0,1I)
x=n=>y=-1=B(m-1)
y" = —cos x
y'(0) =—1 <0 (-) = A(0, I) Maximo relativo.
y'(m) = 1 >0 (+) = B(m, — ) Minimo relativo.
) ,
X (I) /2 T 3n/2 2r

Creciente (): (w, 2m)
Decreciente (\): (0, )
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3] Calcula los méximos y los minimos relativos y deter-
mina la monotonia de la funcion:

y = Xx—sen x

Solucioén:

y' =1 —cos x

| —cosx=0=x=2km, ke Z
x=0=y=0=A(0,0)

" —

y" = senx

y'(©)=0

y" = cos x

y"(0)=1=0

A(0, 0) es un punto de inflexién y lo mismo sucede con
todos los x = 2km, k € Z

Como y' = | — cos x, se tiene que y' nunca puede ser

negativa; por tanto, es siempre creciente.
Creciente (/): R = (= oo, + o)
Decreciente (\): &

2] Calcula los méximos y los minimos relativos y deter-
mina la monotonia de la funcién:

y =x+ cos x

Solucion:
[
y' =1 —senx

I—senx=0:x=%+2kn,ke Z

x=0 =y= I:>A<£,£>

2 2°2
y" = — cos x
Hl =
r(z)=0
y" = sen x

T T
A(?, 7) es un punto de inflexiéon, y lo mismo sucede con
todos los x = % +2km, ke Z

Como y' = | — sen x, se tiene que y' nunca puede ser
negativa; por tanto, es siempre creciente.

Creciente (/): = R = (= oo, + o)
Decreciente (\): = &

LEZ&] Aplicando el célculo de derivadas, estudia la monotonia

de la recta:
X
y=3-2
Haz la representacion grifica de la recta e interpreta
el resultado.

Solucioén:
y' = 1/3 > 0= La funcion es siempre creciente.

La grafica de la funcién es una recta de pendiente m = 1/3,
que es la derivada.
AY

¥

LEZ] Aplicando el célculo de derivadas, calcula los méximos y
minimos relativos y determina la monotonia de la para-
bola y = —3x* + 6x + 2. Haz la representacién gréfica de
la parabola e interpreta el resultado.

Solucion:
y' =—6x+6
y =0=x=1

x=1=y=5=A(,5)
y'=—-6 <0 (-) =A(l, 5) Maximo relativo.
ffeg + -

X 0 |

Creciente (): (= o, 1)
Decreciente (\): (I, + o)

o A(1,5)

Tiene un méaximo relativo, antes del eje es creciente, y
después, decreciente.

FH] Calcula los puntos de inflexién y determina la curvatura
de la funcién: y = sen x

Solucion:

Como es una funcion periédica de periodo 2, solo se es-
tudia en el primer periodo positivo [0, 27]

y' = cos x

y" = —sen x
—senx=0=x=0,x=Tm
x=0=y=0= A(0,0)
x=n=y=0= B(w 0)
y
y"(0) =—1 %0 = A(0, 0) Punto de inflexién.
y"(m) = | #0 = B(m, 0) Punto de inflexién.

[/~

—COSs X

5. La derivada [121]
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) ,

X 0 /2 b8 3n/2 2n

Convexa (V): (T, 27)
Céncava (N): (0, m)

4] Calcula los puntos de inflexién y determina la curvatura
de la funcién: y = cos x

Solucion:

Como es una funcién periédica de periodo 2, solo se es-
tudia en el primer periodo positivo [0, 27]

y' =—senx
y" = —cos x
SIC IR
cosx=0=x= 2,X— )
T T
-?:y—O:A<?, 0)
31T 3n
X = T =y= 0= B(T, 0>
y" = sen x
T T . .,
yw(7) =]120=> A<7 0) Punto de inflexién.
3 3
y”’(%) =—|z20> B<Tn, ) Punto de inflexion.
f"(x) L~ + |~ |
T T ' I J
X 0 /2 T 3n/2 2n
3

£z Calcula los puntos de inflexién y determina la curvatura
de la funcién: y = x + sen x

Solucion:

y' = | + cos x

1/ —

y" = —sen x
—senx=0=>x=km, ke Z
x=0=y=0=A(0,0)

" —

y" = —cos x

y"(0)=-1=20

A(0, 0) es un punto de inflexién y lo mismo sucede con
todos los x = km, k € Z

() Lo
= (I) /2 T 3m/2 21

Convexa (V): (1T, 27)
Coéncava (M): (0, )

La convexidad es periédica de periodo 2w

[122] Bloque II. Funciones

2] Calcula los puntos de inflexiéon y determina la curvatura
de la funcién:

y = X —cos X

Solucion:
y' =1 +sen x
y" = cos x

cosx=0:>x=%+2kn,keZ

LI L.
S T <2 2>

ua

y" =—sen x

ml - _
y(z) Il #0

A(1/2, T/2) es un punto de inflexion, y lo mismo sucede

con todos los x = /2 + ki, ke Z
) L

X /2 b1 3n/2 2n

Convexa (V): (0 %) ( 27r)
Céncava (N): ( m 3 )

La convexidad es periddica de periodo 21

Para profundizar

EZ] Calcula la ecuacion de la recta tangente y de la recta
normal a la curvay = x* + 6x + 4 en el punto de abscisa
x = —2. Haz la representacion grifica.

Solucioén:
x=-2=y=-4=P(-2,-4)
y =2x+6

m=y'(-2)=2

Recta tangente:
y=2x+2)—-4=y=2%x

Recta normal:

I I
y——?(x+2)—4=>y——?x—5

TY

A 23

© Grupo Editorial Bruino, S. L.



K] La ecuacién de la recta tangente a una curva y = f(x) en
el punto de abscisa x = 3 es: y —4x + || = 0. Calcula
cuanto valen f(3) y f'(3)

Solucion:

La recta tangente es:

y=4x— 11
fB)=4-3-11=1
r3)=4

LK1l Halla los puntos en los que las rectas tangentes a las
curvas y = x> + 3x — 2 e y = 2x> + x — 3 son paralelas.

Solucion:
y' =2x+3
y =4x+ |

2x+3=4x+ | =>x=1
x=1=y=2=A(l, 2) en la primera parabola.
x=1=y=0=A(l, 0) en la segunda parabola.

k2] Demuestra que la funcién y = In x es estrictamente
creciente en todo su dominio.

Solucion:

Dom(f) = (0, + =)
y' > 0 en todos los puntos del dominio; por tanto, es
creciente siempre.

EX] Determina los maximos, los minimos relativos y la
monotonia de la funcién

y=x"-81Inx

Solucion:
y’ = 2x — E
X

2x—%=0:>x=2,x=—2

x = —2 no se estudia, por no estar en el dominio.
x=2=y=4-8In2=A(2,4-81In2)

8
+ —_—

X2
y'(2) =4>0 (+) = A(2, 4 — 8 In 2) Minimo relativo.
Monotonia:
f,(IX) 1 1 1 n +

T T T T T T I T I T T T T
X 0 2
Creciente (/): (2, + o)

Decreciente (\): (0, 2)

"

y'=2

LEZ] Calcula la amplitud del dngulo con el que la recta tan-
gente a la grifica de la funcion y = sen x corta al eje X
en el punto de abscisa x = 0

Solucioén:

y' = cos x

m =tg oL = cos 0° = |
o = 45°

5. La derivada [123]
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