Unidad 4.

Continuidad, limites y asintotas

1. Funciones especiales

Explora

Copia y completa la siguiente tabla:

X
Parte entera de x Ent(x)
Parte decimal de x Dec(x)
Valor absoluto de x [x]
Solucién:
X
Parte entera de x Ent(x)
Parte decimal de x Dec(x)
Valor absoluto de x [x]
Elabora
Ll Representa las funciones:
a) y = Ent(2x) b)y = |x|
Solucién:
a) A
y = Ent(2x) 7
[ J&)
> X
.-(-v >
@0
{ 20
b) AY
y=I
X
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IEAl Representa las funciones:
a) y = Signo(x* — 4) b)y=|-x*+1]
Solucién:
a) AY
y = Signo(x2 — 4)
e —) 0—2(
O——"a——0 g
b) AY
y=|-x2+I|
4

4. Continuidad, limites y asintotas



Bl Representa las funciones:

Solucién:
a) y = |log, x| a) AY
b) y = |sen x|
Solucion: Q X
a) AY ! o
° y = |log, x|
X
- b) AY
o
I
x
&
b) AY
y = |sen x|
X Il Representa la funcién:
g 2* si x <1
y=1—-x+3 sil<x<2
log, x six>2
Solucion:
AY
IEB Representa las funciones:
x six<-—| /\/
_ R X
a)y = { 2 . >
x* six>—l
| ,
— six<0
byy=1x
Vx six20

2. Continuidad

Explora

Copia y completa las siguientes tablas:

X 1,9 1,99 1,999 1,9999
y = Ent(x)
X 2,1 2,01 2,001 2,0001
y = Ent(x)
Solucion:
X 1,9 1,99 1,999 1,9999
y = Ent(x) I | | I
X 2,1 2,01 2,001 2,0001
y = Ent(x) 2 2 2 2
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Elabora

I3l Representa las siguientes funciones y estudia la conti- Solucién:
nuidad analizando su grifica:

a)y=—x*+4x+ |
y=Vx+3

b)y=% ® | —
0y =vx

¥

Solucién:
a) AY
217
y=—x"+4x+ 1|
a) lim vx+3 =2 b) lim vx+3 =|
x—| x> =2
&
g EJl Representa la siguiente funcién y calcula los limites
laterales en x = 2
f) = —-x*+5 six<2
-X six>2
Es una pardbola y es continua en todo R Solucion:
AY
b) AY
¥ X
>

x [~

A A%

Iin‘;+ flx) = Iim2+ (-x)=-2

lim f(x) = lim (-x*+5)=1

Es una hipérbola y es discontinua en x = 0
IEB Representa la siguiente funcién y estudia la continui-

dad en x = |
) 2" six<l|
c
=12
f =12 si x> 1
° X
Solucion:
5 A
A X
Es una funcién irracional y es continua en todo su
dominio, Dom(f) = [0, + =)
f(y=2'=2
Representa la funcion f(x) = vx+3 y calcula los 2
I|’rr;|+ f(x) = Iirr|1+ o 2

siguientes limites:
a) IimI f(x) Iin}f flx) = Iirrlt 2x=2

b) Xll;njz f(x) La funcién es continua en x = |
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3. Discontinuidades

Explora

Copia y completa la siguiente sucesion:

29 2,99 = | 3

Solucion:

29 2,99 2999 29999 299999 — 3

Elabora
L[l Representa la siguiente funcién y estudia sus disconti-
nuidades: 00 - —x+1 six%3
X 2 six=3
Solucion:
AY
o
N X

Se estudia el punto x = 3

fe)=2
I|'m3+ f(x) = Il'm3+ x+1)=-2
Iim3_ f(x) = Iin';_ (x+1)y=-2

La funcién es discontinua en x = 3, donde tiene una dis-
continuidad evitable.

Se evita definiendo f(3) = -2

il Representa la siguiente funcién y estudia sus disconti-
nuidades: y = Dec(x)

Solucion:

Es discontinua en los nimeros enteros, donde tiene una
discontinuidad de primera especie de salto uno.

3

3 &= 3,01 3,1

3" <« 13,0000l 3,000l 3,001 3,01 3,

LA Representa la siguiente funcién y estudia sus disconti-

nuidades:
y=vx+I|
Solucion:
AY
yd X
L
Es discontinua en x = — |, donde tiene una discontinuidad

de segunda especie, ya que no existe el limite lateral por
la izquierda.

[EEl Representa la funcién y estudia sus discontinuida-

des:
_ 3x -1
y x—1
Solucion:
=3+
y x —|
AY
2\\
\ ;
Es discontinua en x = |, donde tiene una discontinuidad

de primera especie de salto infinito.
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L] Representa la funcién y estudia sus discontinuidades:
y=tgx

Solucion:

¥

. . ke . .
Es discontinua en x =T’ k € Z, donde tiene una discon-

tinuidad de primera especie de salto infinito.

LEAl Representa la funcion y estudia sus discontinuidades:

3—x% six#-=2

0=

six=-2
Solucion:

/]\

V<

Es discontinua en x = -2, donde tiene una discontinuidad
evitable. Se evita definiendo f(—2) = — |

4. Limites de funciones polindmicas y racionales

Explora

Calcula mentalmente los siguientes cocientes y di cual o cuales no tienen solucién, tienen una solucién o tienen muchas

soluciones.

6 0 0 5
a)? b)E C)? d)E

Solucién:
a) 3 b) Muchas soluciones. 0

Elabora
L Calcula mentalmente los siguientes limites:
a) lim (=5¢+3x-7) b) lim (x*—5x*+3)

Solucion:
a) —oo

b)+<>o

Calcula los siguientes limites y representa la funcién
correspondiente:

X -4 . =3x+5
3) xlljlz x+2 b) )!ILnI x—1
Solucion:

! -4 _[0]_ "

a)erle x+2 |0 - Lam,
= Iimz(x—2)=—2—2=—4

AY

A=) _
Py

N
‘;\

/
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d) No tiene solucion.

3x+5 -3:1"+5 -3+5 2
b) lim = " = " =— = 400
xo1t x—1 1" =1 0 0
. —=3x+5 -3:-I'+5 -3+5 2
lim = = =—=-—
x—=1=  x—| I =1 0 0
No existe IimI f(x) AY
X
LA Calcula mentalmente los siguientes limites:
. 3x*+5x . 3%+ 5x
a) lim ———— b) lim ————
x40 —Ix*+ 7T x— -0 —2x*+7
_x5 + 3)(2 —X5 + 3X2
lim —— d) lim ———
9.0 7e ) I e
x*+3 X +3
lim ——— f) i
e)an:w 45 -5 )x—l>nj°° 4x° -5
Solucioén:
3

a)— —

> b)—% - d)— €0 f)0

4. Continuidad, limites y asintotas



5. Limites de funciones irracionales y limites de operaciones

Explora
Halla el resultado de operar los siguientes simbolos; puede dar + o, — « o indeterminado.
a)+<x>+<x> b)+oo—<x> c)—<><>+oo d)—oo—oo
Solucion:
a) +oo b) Indeterminado. c) Indeterminado. d) —co
Elabora

: e =3+v2- imi 7+ 14x* -5
LB Representa la funcién f(x) = 3 + 2 — x. Halla el limite 2 Halla el siguiente limite: lim <7x2 _ Ix X~ — 5x )

de f(x) cuando x — 2~ X > —oo x+2
Solucion: Solucion:
AY 34 2 _
lim (70 - X=X =
\ Q P g X+2
™ TR +2) = (7C+ 143 — 5)
= lim =
X X — —o0 x+2
> R AR - I8 — AR + 5x
= lim =
X — —oo X+2
= oim ===
lim (3+v2-x)=3 T x+2 ||

&) Halla el siguiente limite: lim (x —Vxt+ 6x)

X Representa la funcion f(x) = v x + 2. Halla el limite de e
f(x) cuando x — + oo Solucion:
. lim (x—\/x +6x) [ ]
Solucién: =T
AY i ( X +6x)(x+ X +6x)
Xt X+ x*+ 6x
(—) X = (x*+6x) . —6x —o0
/ = lim —————== lim = =
/ X X+ VP bx KT x4V x4 6x e
. . —6x -6 __,
= lim =-
X — too X+\/7 |+|
1 A x+ =+4oc0
XILle x+2 2] Halla el siguiente limite:
X'injw(\/x2+5x+l —\/x2—4x)
Al Halla el siguiente limite: SOIGCIOn:
i <5x2+x—l 5) lim (Vo2 +5x+ 1 — Vo —4x) = [eo—o0] =
im [———— —5x oo
Xt x+3 ) (\/x2+5x+l —\/x2—4x)<\/x2+5x+l +\/x2—4x)
= lim =
Solucia X Vit +5x+ | +4/x2 - dx
olucion: Byt | 24
5x%+x —1| = lim X +5xt 1= (x -4 =
lim (————=——=5x|= [0 — o] = xﬁfw\/z \/z
PRy x+3 x“+5x+ | +Vx°—4x
5x? + x — | = 5x(x + 3) _ s+ l—Frax
= lim = = lim =
X teo x+3 x5 A4 B+ |+ - 4x
- 9x + | —oo
. %+x—|—% |5X= = lim X :[—]z
X oo x+3 x5 /4 Syt |+ X — 4x e
— lim —14x -1 _[ = lim 9x __9
= lim —=—=|-— =
D X = oo \/7 Ve 2
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E&J Halla el limite de la siguiente sucesion:

n'j)njm(\/n2+3n—5—\/n2+l)

Solucion:
n'injm(\/n2+3n—5 —Vn2+ |)=[eo—oo] =

lim (Vi +3n-5 -V + 1) (V2 +3n-5 +vm+1)

e Vnt+3n-5+Vn+ |
n?+3n-5—(n’+1)

im
=t 2+ 3n-5+vn+ |

p+3n—5—pf -1

= lim =
ot A4 30— 5+t + |

_ 3n-6 =[w]_

= lim
o= 35+ V2t |

’ 3
= lim

3n
=t e/ 2

L] Halla el limite de la siguiente sucesion:

n'ir[r\m(3n—\/9n2+5n)

Solucién:

lim (3n— /90 +5n) = [0 — o] =

o (3n—v9n2+5n)(3n+v/9n* +5n)

0 3n+v/9n? + 5n

9n* — (9n* +5n) _

"> 3n++/ont+5n
9"~ 94 —5n__

= lim =
">* 37 +4/9n+ 5n
e =]
= lim = =
"=>* 3n+4Y9n%+5n
, G 5 5
= lim ==

n—te 304 4/gn2 B 3+3 - 6

6. Asintotas de funciones racionales

Explora
Dibuja la siguiente hipérbola, halla sus asintotas y represéntalas.
YT %3
Solucioén:
AY
=] 2
: X
x=3
Asintotas:

Vertical: x = 3

Horizontal: y =1

Elabora

Halla las asintotas de las siguientes funciones racionales y la
posicion de la curva respecto de cada una de ellas:
X +4

Edy-—;

Solucion:

* Verticales: x = 0

. X*+4 4

lim = =+oo
x— 0" 2X 0+

iy XA 4
xl—>ng_ 2X - 0_
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¢ Horizontal: no tiene.

 Oblicua:

s

=7

xX*+4 x 4 x 2
=—+—=—4+ —

2x 2 2 2 x

2
lim — = 0" = La curva est4 encima de la asintota.

x>+ X

2
lim — =0~ = La curva esta debajo de la asintota.

X = —oo

4. Continuidad, limites y asintotas



xt—x-2

Ely=—7"

X
Solucion:
e Verticales: | —x=0= x= |
X =x=2 I'=1"=2 2
i = = —— =4
x—1* | —x =17 0
o xP—x-=2 /=1 =2 =2
lim = = " = —oo
x—I1- | —x |—1" 0

¢ Horizontal: no tiene.

 Oblicua:
Xr—x—=2 |-x+1
—x* +x —X
-2
xX*—x=2 2 2
——=—x———=—x+
|- x —x+ | x—|
y=-x
lim = 0" = La curva estd encima de la
X —>+oo X —I a
asintota.
lim = 0" = La curva esta debajo de la
— - X — 7
* asintota.
Bl =
y =
x2+3

Solucion:

* Verticales: no tiene.

* Horizontal: y = 0

6x
lim 73 = 0" = La curva esta encima de la

2
— +o + ’
* A asintota.
, 6x - ) .
lim ———=0" = La curva estd debajo de la
xo e x°+3 asintota.
 Oblicua: no tiene.
30 P
y =
xt—1
Solucion:
o Verticales: * - 1 =0=x= I, x=—1
x* " |
Iim =—= = 4o
x>1t x2 —| [ 0*
. x* I~ I
||m 27 = E— = — = —o0
x=>17 x5 =1 == 0
" x* I~ I
—_— S — = —00
im, — = =
x—-1* x* =1 I~ =1 0
x? I* I
Im ——=——= =40
x—-1" x2 | 1" =1 0*
* Horizontal:
XZ
lim — =l=y=I
x = oo x° —|
lim T = 0" = La curva est4 encima de la
+o0 — ,
R X asintota.
2
lim 2—I = 0" = La curva estd encima de la
— - - .
* X asintota.

¢ Oblicua: no tiene.
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Actividades finales

Elabora actividades de las secciones

1. Funciones especiales

[Eill Representa las funciones:

a) y = Dec(2x) b) y = Signo(sen x)
Solucién:
a) Y
y = Dec(2x)
X
b) Y

y = Signo(sen x)

o
o)
¥

[EZA Representa las funciones:

a)y = |2x—4| b)y = |x* — 2x - 3|
Solucién:
a) AY
y=[2x-4
&
b) AY
&
y = |x*—2x-3|

[EE Representa las funciones:

4
Ay =
b) y = |cos |
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Solucion:
a)
X
b) AY
y = |cos x|
BRI
2 .
x* =1 six<2
‘W Representa la funcién: y =
KXl Rep y {3 six>2
Solucion:
AY
/ L
\V/ i
Bl Representa la funcién:
3 six<l
Y712 six>|
X
Solucion:
AY
/j\z
B[l Representa la funcién:
-3 six<-=-2
y=49—Xx si—-2<x<|

vx—1 six>|

4. Continuidad, limites y asintotas



Solucioén: AY

A A%

2. Continuidad

Representa las siguientes funciones y estudia la conti-
nuidad de forma gréfica:

2x
)y =3 "I b)y =1~
Solucion:
AY
a)
2x
y=5-1

¥

Es una recta y es continua en todo R

b) 1

V<

Es el valor absoluto de una funcién racional, de una
hipérbola y es discontinua en x = 0

[ELJ Representa las siguientes funciones y estudia la conti-
nuidad de forma grifica:

a)y = |x| b) y = Dec(x)
Solucion:
a) AY
y=lx|
X

Es el valor absoluto de una funcién polinémica y es
continua en todo R

b)

Es la funcion parte decimal y es discontinua en todos
los puntos de abscisa entera.

[EE] Representa la funcion:
f(x) = sen x

y calcula los siguientes limites:
3) x I—I>n2/2 f&)
b) lim f(x)

Solucion:

y = sen x

¥

a) lim senx=|

X — /2

b) lim sen x =0

X—>T

L[] Representa la funcion:

fx) = {vax+4 six<0

six>0
y calcula los limites laterales en x = 0

Solucion:

—

V<

a) lim f()=I

b) lim_f(x) =2
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Eill Representa la funcion:
4 six <-—I

feq) =

six > —|

X+

y estudia la continuidad en x = —1

Solucion:
f=1=3
I|'n;1I+ f(x) =3

o}

A\

La funcién es discontinua en x = — |, donde tiene una dis-

continuidad de salto finito de |

3. Discontinuidades

E23 Representa la funcién y estudia sus discontinuidades:

x+2 six<lI
flo = {3 six>|
Solucion:
AY

—

X
>
Se estudia el punto x = |
f(l) =3
lim f(x) = lim 3 =3
x—1* x—1*
lim f(x) = lim (x+2)=3
x =17 x =1~
La funcién es continua en x = |; por tanto, es continua en

todo R

EXJ] Representa la funciéon y estudia sus discontinuidades:

y = Signo(x)
Solucion:

a)

A A%
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Se estudia el punto x =0

f(0) = no existe

Iin?)+ f(x) = Iin?)+ Signo(x) = |
Il’n} f(x) = Il’ngf Signo(x) = I

La funcién es discontinua en x = 0, donde tiene una discon-
tinuidad de primera especie de salto finito de 2 unidades.

ELY Representa la funcion y estudia sus discontinuidades:
y=v2-x

Solucion: AY

y=V2-x Q
\
EEEEEEEY | P

Es discontinua en x = 2, donde tiene una discontinuidad
de segunda especie, ya que no existe el limite lateral por
la derecha.

L] Representa la funcién y estudia sus discontinuidades:

_ 2x+6
Y x+ |
Solucion: AY
x=-1
y=2 4
X
2 +6
YT
Es discontinua en x = — |, donde tiene una discontinuidad

de primera especie de salto infinito.

EiJ Representa la funcion y estudia sus discontinuidades:
y = —log, x

Solucion: AY

° y = —log, x

\\

Es continua en todo su dominio, es discontinua en x = 0,
donde tiene una discontinuidad de segunda especie, ya que
no existe el limite lateral por la izquierda.

A A%

4. Continuidad, limites y asintotas



Representa la siguiente funcién y estudia sus disconti-

nuidades:

f(x) = {Zx s? x<|

—x+3 six=>l|

Solucion:

N\

A A%

Se estudia el punto x = |
f(ly=-1+3=2

Iirr?+ f(x) = Iin?+ (—x+3)=2
Iin?i flx) = Iin?i 26=2

La funcién es continua en x = |

4. Limites de funciones polinédmicas
y racionales

L] Calcula mentalmente los siguientes limites:

a) lim (= +7x*=3x+ 1)

X — oo

b) lim (—x* +7x*=3x+ 1)

X = —o0

Solucion:

a) lim (—x5+7x—3x+|)— lim (=X°) = —oo

X — too

b) lim (- +7x—=3x+1)= lim (-x°) = +oo
EE] Calcula el siguiente limite:
2x -2

m
xo- x+ 1

Representa la funcién correspondiente.

Solucion:

W-2  2-(-1N-2 -2-2 -4

lim = = =] = —o0
xo-1t x+ | =1+ 1 0* 0"

. 2x —2 2-(-17)-2 -2-2 -4

lim = = = =4
xo-1= x+ | 1) +1 0 0

AY
/ y=2
! &
x=—I
[ Calcula el siguiente limite

X+ 2x -3
lim

x =1 x —1

Representa la funcién correspondiente.

Solucion:

2 — +
i XF2X=3 g]= i LD x*3)
x—l x —| 0 x>l 5/4

= Iiml(x+3)=l+3=4

AY

1%

V<

il Calcula mentalmente los siguientes limites:

. —4x+ —4x + |
a) lim ——— b) lim ———
x>+ 9x*+5 x—-e 9x*+5

Solucion:
—4x + |

a) lim
x—+e 9x?+ 5

x+|
b) lim [
X —> —o0 9 +5

=0

-[]
]=o

3\8

88

[ Calcula mentalmente los siguientes limites:

3x*— 5 . 3x* =5
a)lenla —x*+ 253 b)ximw —xt+ 23
Solucion:
3x* -5

a) lim 7=[3
X — +oo —X +2X co

i -5

b) xI—I>rT—]t>c —)(4 ar 2)(3 - [
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6x> + 5x — 4
£l Calcula mentalmente los siguientes limites: [l Halla el siguiente limite: lim <3x B a—

x> oo 2x + |
X+ 7% !
a) XIL”JM a3y Solucion:
6x> + 5x — 4
S+ T lim <3x—7>=[oo—oo]=
b) lim % X teo 2x +|
x> - 4x° —3x B 3x(2x+ 1) — (6x* + 5x — 4)
Solucién: e 5 ZX: !
VI - - i 6x°+3x —6x"—5x+4 _
a) lim 27:[—]:_00 P 2+ |
x>+ 4x* — 3x e
o BRIl x4 x4
— 5+73 oo _)(*)+oc _xe+w -
b lim — = || = 4o 2+ | 2+ |
x— e 4x* —3x o —oo] -2
= T = T =—]
10x° +x* -7
Halla el siguiente limite: lim (Xzz:3 - 5x>
5. Limites de funciones irracionales o X
y limites de operaciones Solucién:
) 10x° + x> - 7 _ _
[EL] Representa la funcién: X'Lnjw 22+3 SX | = [zeoF o] =
fx) =2+vx+5 - 10X’ + x> =7 - 5x(2x* +3) _
o R T o 2%+ 3 -
Halla el limite de f(x) cuando x — -5
o 1%+ -7 — JoF —I5x _
Solucién: m 22 +3
4Y . xz—l5x—7_[i]_L
| — Tt 2¢+3 el 2

O/

Ll Halla el siguiente limite: lim (2x -V 4x* - 3x>

X X e
Solucion:
lim (2= V4x2 = 3x ) = [oo — o] =
lim (2+vx+5)=2 - (2x—\/4x2—3x)(2x+\/4x2—3x>_
x — =5* - X_')“lx) 5 -
2x + ¥V 4x" — 3x
. 448 _ 448 + 3¢ 3x oo
[l Representa la funcién: = |im —/——————= |m ————= —]=
_ P X+ VA -3x 7T VAP -3x 1%
fi) = V3=x ) 3x 3 3
. lim ———= lim —=—
Halla el limite de f(x) cuando x — —o xote XHIX xove 4x 4
Solucién: LN Halla el siguiente limite: lim (\/x3 +2—1 —Vx - 5x)
AY oz
Solucion:

lim (Ve + 21 = V/x® —5x) = [0 — oq] =

Q X = +oo
\ (\/x3+2x—|—\/x3—5x)<\/x3+2x—|+‘/x3—5")

lim =

Xt Vi +2 =1 +x* = 5x
i X+ 2x —1— ¥ +5x

xore Al 42— + VP = 5x

: , 7x -1 oo i 7x
lim v3—x =+ = lim =[—]= lim
X2 x> a4 2 — | + VX —5x

A A3

=0
xovmyfd

[}
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[} Halla el limite de la siguiente sucesion:
lim (V 3n-5 - x/m)

n— +oo

Solucion:
ng@m(m_m)qw_m]:
(V35 -vn+2)(V3n-5+Vn+2)

O Vin—s+vni2 -
— lim 3n—-5-n-2 _
- iy 2T (=]

S VIn_5+Vn+2 Le
= lim #=+°°

» = 30 +Vn

il Halla el limite de la siguiente sucesion:

lim (2n—5—V4n2—7n)

n— +oo

Solucion:
lim <2n—5—\/4n2—7n>= [oo — o] =

(2n-5-V4n—7n)(2n -5+ V4an*—7n)
m =
note 2n—-5+V4n*> —7n

4% — 20n + 25 — 4% + 7n

lim

note In—5+v4n*—7n

i —13n+25 _[oo]_
ot In—5+44n* —7n o0

i =13n _ . —I3n _ 13

nLn-?w 2n+ 2n _ninle 4n 4

6. Asintotas de funciones racionales

(4 Halla las asintotas de las siguientes funciones raciona-
les y la posicion de la curva respecto de cada una de

ellas:
x2—3x+3 2
2y = x—1 b)y_x2+3
Solucion:
a) °* Verticales: x—1=0=x= |
o x*=3x+3 1" =3-1"+3 |
lim = = =400
x—I1* X—I |+—| 0+
x> —3x+3 I=—3-1"+3 |
lim = = —=—co
x— 1~ x—1 1= =1 0

¢ Horizontal: no tiene.

¢ Oblicua:
x> —=3x+3 x —1
=& 5% x—2
—2x+3
2x —2
|
2_3 o
Eula i B
x—1 x—1

La asintota es:y = x —2

lim = 0" = La curva estd encima de la
X—too X — | o
asintota.
lim [ 0™ = La curva esta debajo de la
X—> -0 X — ,
asintota.
b) ° Verticales: no tiene.
* Horizontal:
2
lim — = | = Laasintotaes: y = |
X >t x4+ 3
x* _xX-x-3 _ -3
X +3 X +3 X +3

lim (— — ) = 0~ = La curva esta debajo de la
X — too X + 3 n
asintota.

lim |——; = 0~ = La curva esta debajo de la
X = —eo x“+3 .
asintota.

¢ Oblicua: no tiene.

&l Halla las asintotas de las siguientes funciones racionales
y la posiciéon de la curva respecto de cada una de ellas:

2x — |
b =
4-x* )Y X

a)y =

Solucion:

a) * Verticales: 4—x*=0=x=2,x=-2

. X 2" 2

lim 5= ===
x—>2" 4 — x 44 0

i X 2 2

lim = = = 400
x—2" 4 — x2 4—4- 0*

. x -2° -2

lim 5 =] — = - = —o0
x>-2" 4 —x 4—-4 0

i -2- -2

lim 5 = " =—= +o00
x—>-27 4 — x 4 -4 0

* Horizontal:
lim =

5> = 0= Laasintotaes:y=0
X — too 4—X

[im ; = 07 = La curva estd debajo de la
x>+ 4 — x ,
asintota.
lim T E 0" = La curva estd encima de la
X —> —oo 4 — X ,
asintota.

¢ Oblicua: no tiene.
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b) ° Verticales: x =0

i 2x —| 2-0"—| —I
m = = = —
x— 0" )(2 0+ 0+
i 2x — | 2:-07—1 —I -
m = = ==
x>0 x2 0* 0"
¢ Horizontal:
i 2x — | )
lim = 0= Laasintotaes:y =0
X — *oo X
7 2x —| + . .
lim = 0" = La curva estd encima de la
Xxote X ,
asintota.
; 2x — | B i .
lim = 0~ = La curva estd debajo de la
x> X ;
asintota.

* Oblicua: no tiene.

LY Halla las asintotas de las siguientes funciones racionales
y la posicion de la curva respecto de cada una de ellas:

_ 5 b X+ 2x -
Y=oy VY=

Solucion:

a) ¢ Verticales: no tiene.

* Horizontal: y = 0

5
lim — =0 = Laasintota es: y = 0
X —> oo X |
lim — = 0" = La curva esta encima de la
x> te x4+ | ,
asintota.
li 5 = 0" = La curva est4 encima de la
x> - x“+ | ,
asintota.
¢ Oblicua: no tiene.
b) ° Verticales: x =0
X2+ 2x — 1| 0"+2-0" -1 —I
lim =] " = " = —o0
x— 0" X 0 0
X+ 2x—=1 0"+2-00-1 -l
lim = = — =4
x—07 X 0~ 0
e Horizontal: no tiene.
* Oblicua:
X2+ 2x — | -1
— = x+ 2 + —
X X

La asintota esy = x + 2
I
lim (—— = 0~ = La curva esta debajo de la
asintota.

|
lim (—— = 0" = La curva est4 encima de la
X ,
asintota.

Elabora actividades para reforzar

[l Representa las funciones:

9=+ |

. b) f(x) = |2
Solucion:
a)
X
b) AY
y =124
X
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x—I’

il Representa la funcién: f(x) =

Solucion:
AY

—X six<-=-2
2@l Representa la funcion: y = { x* si—2<x<I
log, x six 2l

Solucion:

N\

4. Continuidad, limites y asintotas



I Halla el dominio y el campo de continuidad de cada

una de las siguientes funciones, es decir, el conjunto
donde es continua, y razona por qué son iguales o
distintos.

a) f(x) =5 -3x*+x—4

x+2
b) o) = =
) =5

d) fx) = vx - 3

Solucion:

2)

b)

d)

Dom(f) = R = (~o0, +<<)
Clf) =R = (o=, +20)
Las funciones polinémicas son continuas en todo R

El dominio y el campo de continuidad son iguales por
estar definida la funcién por una sola férmula.

Dom(f) = R —{I} = (=eo, ) U (I, )
CH)=R={I}= (oo 1) U (I, +)
El punto x = | de discontinuidad no estd en el dominio.

El dominio y el campo de continuidad son iguales por
estar definida la funcién por una sola férmula.

Dom(f) = R = (-, +)
C(f) = R= (-, +)
No hay ninglin punto de discontinuidad.

El dominio y el campo de continuidad son iguales por
estar definida la funcién por una sola formula.

Dom(f) = [3, +=)
C(f) =13, +=)

El dominio y el campo de continuidad son iguales por
estar definida la funcion por una sola férmula.

£ Halla el dominio y el campo de continuidad de cada una

de las siguientes funciones y razona por qué son iguales
o distintos.

a) f(x) = 2° b) f(x) = log, x
c) f(x) = sen x d) f(x) = tg x
e) f(x) = Ent(x) f) f(x) = Signo(x)
Solucion:
a) Dom(f) = R = (=0, +)
C(f) =R = (oo, +=9)
El dominio y el campo de continuidad son iguales por
estar definida la funcién por una sola férmula.
b) Dom(f) = (0, +oc)

C(f) = (0, +2°)
El dominio y el campo de continuidad son iguales por
estar definida la funcién por una sola férmula.

) Dom(f) = R = (=e, +)
C(f) =R = (oo, +o9)
El dominio y el campo de continuidad son iguales por
estar definida la funcién por una sola formula.

d) Dom(f)=R—{w,ke Z}

C(f) = [RE—{(ZI(.;I)TE,k € Z}
El dominio y el campo de continuidad son iguales por
estar definida la funcién por una sola férmula.
e) Dom(f) =R
C)=R-Z
El dominio y el campo de continuidad no son iguales.

Se observa que la funcién no esta definida por una
formula analitica.

f) Dom(f) =R
C(f) =R-{0}
El dominio y el campo de continuidad no son iguales.

Se observa que la funcién no estd definida por una
formula analitica.

(] Halla y clasifica las discontinuidades de la siguiente fun-
cion a partir de su grifica:

AY

Solucion:

Es discontinua en x = -2 y en x = 2, donde tiene una dis-
continuidad de primera especie de salto infinito.

il Halla y clasifica las discontinuidades de la siguiente fun-
cion a partir de su grafica:

AY
fx) =1 +V3-x
—

Solucion:

Es discontinua en x = 3, donde tiene una discontinuidad
de segunda especie porque no existe el limite lateral por
la derecha.
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Halla y clasifica las discontinuidades de la siguiente fun- Calcula mentalmente los siguientes limites:

cion a partir de su gréfica: )i - +7
a) lim ———
AY xote 23+ 5
I - +7
b) lim ———
xo-e 245
X
> . r
\// ” Solucién:
I |
a)— o b)——
) 2 ) 2
f) = X+4x+ 1 six#-| B Calcula e sioui imites i x+
4 six=—| LA Calcula el siguiente limite: Jim ~ ¢
Solucién: Solucién:
Es discontinua en x = — |, donde tiene una discontinuidad 2) lim x+|l _5+1 6 _ +
- —_— — oo
evitable. Se evita definiendo f(—1) = -2 x->st x=5 5*—-5 QF
x+ | 57+ 6
- - b) lim S o F o E e
Calcula mentalmente los siguientes limites: x>5- x=5 5 -5 0
a) lim (X — 7x* — 4x + 23) Como los limites laterales son distintos, el limite cuando x
x—0

tiende a 5 no existe.
b) I|'mI (=t +7x-2x+ 1)

EE£] Calcula mentalmente los siguientes limites:

Solucioén: Sy —|
a) 23 b) 5 a) lim i
o - x|
Calcula mentalmente los siguientes limites: b) lim 73+ 5
x> = X
. —5x> +x b I —5x° +x
2) A e ) T Solucién:
. a) 0 b) 0
Solucién:
a) —eo b) + e [ Calcula los siguientes limites:
2
r x - r
Calcula mentalmente los siguientes limites: a) lim _4 b) lim "
a) lim (+5x*—2x+7) Solucién:
b) lim (—x*+ 2x?— 4x + 5) X =2 _[0]_ . xpe=2)  _
oo RS rai V) I ey
Solucioén: 5 D D I
a) +oo b) —eo T2 T 2+2 42
A B
(A Calcula los siguientes limites: b) xIILnO o e
| 3x -1
2) D% x+2 Eill Halla el siguiente limite:
-3 lim X = \/3
b))!@3m xovi x2=3
Solucion: Solicish:
3x — | 3.5 14 , x—ﬁ_g_ . (X_\/?)(X"'\/?)_
2) lim = =—=2 lim =3 —Llo]= lim =2 73)
P ) 5+2 7 x—>V3 X — x—=V3 (X —3)(X+ 3)

- l/j _ = i L: i I =
o|=m e - e B) s
| | 3

“3.1 T2 T V3+v3 2v3 6
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24 Halla los siguientes limites:

Vx+8 -3
X

2) )!im —1
b) li x=2
x=>2 |—4/3x =5
Solucion:
. Wx+8-3 [o]
a) lim ===
x -l x—1 0
(Vx+8-3)(Vx+8-3)
= lim =

0 x=1)( x+8+3)=

|
lim }//I = |im

=1 (x<T)(Vx+8+3) P Vx+8+3
| | |

=i = = —
S JT+8+3 3+3 6
x—2 0
b) lim ————=|—|=
)XHZI—V3X—5 0

; x-2)(1+v3x-5)
2 (1-V3x—5)(1 +V3x—5)
(x=2)(1+v3x-5)

x—2 |-3x+5
x=2)(1+v3x=5)
= lim =
x—2 —-3x+6

o e D(1+V3x-5)
il —3(x<7) -
1+v3x-5 _1+v6-5 _ 2

xIITz -3 -3 3

BBl Halla una funcién racional que tenga como asintota
vertical la recta x = 2

Solucion:

_ |

LY Halla una funcién racional que tenga como asintota
horizontal la rectay = 3

Solucion:
3x
ﬂ@-x+5

[kl Halla una funcién racional que tenga como asintota
oblicua la recta y = 2x — |

Solucion:
2% — x+ |

X

f(x)=2x—|+%=

] Representa y halla mentalmente las asintotas de las
siguientes funciones exponenciales:

a)y=2"
b)y=-5+2""
Qy=-3+2
dy=1+2"

Solucion:

a) AY

4

Horizontal: y = 0

X
y=-5
Horizontal: y = -5
) AY
&
/ AT
Horizontal: y = -3
d) AY
y=1
&

Horizontal: y = |
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Il Representa y halla mentalmente las asintotas de las
siguientes funciones logaritmicas:

a) y = log, x

b) y =3 + log, x
c)y=log, (x +3)
d)y=1+log, (x—3)

Solucion:

2)

Vertical: x =0

b) AY
x=0
X
Vertical: x = 0
AY

A A%

Vertical: x = -3

d
) x=3

Vertical: x = 3
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LA Dada la funcidn: f(x) = "

a) Copia y completa mentalmente las siguientes tablas:

X 0,1 0,01 0,001 0,0001
f(x)
X -0,1 -0,01 0,001 -0,0001
f(9)
b) Observando las tablas, induce los siguientes limites:
M Jmoy

c) Calcula f(0), razona si la funcién f(x) es continua en
x = 0y, en caso negativo, clasifica la discontinuidad.

Solucion:
) [k 0,1 00l 0001 0,000l
f(x) 10 100 1000 10000
x -0, 0,0l —0,001 —0,000l
f(x) -10 ~100 -1000 —10000
| |
b) lim — =+ lim —=—-
x—>0t X x—>0 X

¢) f(0) no existe y viendo los limites laterales obtenidos
en el apartado b), la funcién es discontinua en x = 0,
donde tiene una discontinuidad de primera especie de

salto infinito.

Con calculadora

EE] Dada la funcidn: f(x) = 2*
a) Copia y completa las siguientes tablas:

x 0,1 0,01 0,001 0,0001
f()
x -0,1 -0,01 —0,001 -0,0001
f(x)
b) Observando las tablas, induce los siguientes limites:
lim 2~ lim 2~
x — 0" x— 0"
c) Calcula f(0) y razona si la funcién f(x) es continua en
x=0
Solucion:
) ol 00l 0001 0000l
f() 1,07 1,007  1,0007 1,00007
x -0,1 -0,01 —-0,001 —0,0001
() 0,9 099 0999 09999
b) lim 2*=| lim 2°=|
x— 0" x— 0"
c) f(0) = | y, viendo los limites laterales obtenidos en el

apartado b), la funcién es continua en x = 0

4. Continuidad, limites y asintotas



[E[J] Dada la funcion:

f9 = Vx
a) Copia y completa las siguientes tablas:
X 0,1 0,01 0,001 0,0001
f()
X -0,1 -0,01 —0,001 -0,0001
f()
b) Observando las tablas, induce los siguientes limites:
Iin?)+ Vx
Iingi Vx

c) Calcula f(0), razona si la funcién f(x) es continua en
x = 0y clasifica la discontinuidad.

Solucion:
3) x 0l 00l 000l 0,000l
f(x) 0,3 0,1 0,03 0,01
X -0,1 -0,01 -0,001 -0,0001
f(x) No existen
b) lim Vx =0 Iirrg Vx no existe.
x — 0" x— 0"

c) f(0) = 0y, viendo los limites obtenidos en el apartado
b), la funciéon es discontinua en x = 0, donde tiene una
discontinuidad de segunda especie.

ELll Dada la funcién:
fx)=x*+x+9

a) Copia y completa las siguientes tablas:

x 10 —100 —1000 —10000
f()
x 10 100 1000 10000
f()

b) Observando las tablas, induce los siguientes limites:

lim (& +x+9) lim (& +x+9)

Solucion:

a) x —-10 —100 —1000 —10000
f() 99 9909 999009 99990009
x 10 100 | 000 10000
f(x) [19 10109 1001009 100010009

b) lim (*+x+9)=+c lim (+x+9)=+c

EZ Dada la funcién:
3x2+2

Xt =1

feq) =

a) Copia y completa la siguiente tabla. En la cuarta fila esta
el valor de la funcién menos el valor de la asintota hori-
zontal.

x 10 100 1000
f(x)
y=3

f(x)-3

10000

b) Observando la tabla, razona si la curva esta encima o
debajo de la asintota.

Solucion:

a)
x 10 100 | 000 10000
f(x) 3,05 3,0005 3,000005 3,00000005
y=3 3 3 3 3

fG)=-3 0,05 0,0005 0,000005 0,00000005

b) La curva estd encima de la asintota.

[EEJ Dada la funcidn:

2+ x + |

X

feq =

a) Copia y completa la siguiente tabla. En la cuarta fila esta
el valor de la funcién menos el valor de la asintota hori-
zontal.

x 10 100 1000
f()

y=2x+1

fG) = (2x+1)

10000

b) Observando la tabla, razona si la curva esta encima o
debajo de la asintota.

Solucion:
a)
x 10 100 1 000 10000
f(x) 21,1 201,01 2001,001 20001,0001
y=2x+1 21 20l 2001 20001
fG)-(2x+1) o1 001 000l 0,000l

b) La curva estd encima de la asintota.
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Elabora problemas

ELY Representa la funcién:
X
9 =1
|x|

iQué funcion es?

Solucion:

¥

Es la funcién y = Signo(x)

[EEJl Halla el valor de k para que la siguiente funcién sea
continua en todo R

o ={ !

six<2
six>2

Solucion:
fQ=2-2-1=4-1=3
XIL”}—f(X) = XILn}(Zx—I) =4-1=3
L e dg et

Por tanto, tiene que ser: k = 3

E[J Halla el valor de n para que la siguiente funcién sea
continua en todo R

) =

—-x+n six<2
xXP=1 six=2

Solucién:
f2)=2"-1=4-1=3
Iin;_ f(x) = Il’ng_ (—x+n)=-2+n
lim f(x)= lim (x>~ 1)=4-1=3
x—2" x—2"
Por tanto, tiene que ser: =2 +n=3 = n=5
ELll Halla el valor de k para que la siguiente funcién sea

continua en todo R
x+2 six<lI

fx) =1k
X

six>|

Solucion:

1) =+ =k

lim f(x) = lim (x+2)=1+2=3
) o ko
Jim, fb) = lim, = =k

Por tanto, tiene que ser: k = 3
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[EC Halla el valor de n para que la siguiente funcién sea
continua en todo R

2¥ six<l|
3x+n six>|

) =

Solucién:

f(y=2'=2

Iin|1_ flx) = Iin?_ =12

Iirr|1+ f(x) = I|'n'|1+ (3x+n)=3+n

Por tanto, tiene que ser:3 +n=2 =n=—|

[EE] Los ingresos de una empresa, en funcién del nimero de
afios que lleva funcionando, vienen dados por la funcion:

Vx si0<x<9
=1{4x-30
fe) % six>9

donde x viene expresado en afios, y f(x), en millones de
euros.

¢{Es continua la funcion f(x)?

Solucién:

Si es continua, porque:
f(9) =3

lim_f() = lim vx =3
4x—-30 6

— =3

xll~>n‘;+ f(X) - XIL)n?f x—=7 2

LI En un aparcamiento que permanece abierto 10 horas
diarias, hay un cartel que dice: «cada hora, 1,5 €» y
«mas de 4 horas, 7 €»

a) Representa la funcién correspondiente.
b) ;En qué puntos es discontinua, y qué tipo de discon-

tinuidad tiene en cada uno de ellos?

Solucion:

a) AY
P S N S A S N
o—e
o—e
o—e
-0
X
»
b) Es discontinuaen:x=1,x=2,x=3,x=4

En esos puntos tiene una discontinuidad de primera
especie de salto finito. En los tres primeros puntos el
salto es de 1,5 y en el dltimo el salto es de |

4. Continuidad, limites y asintotas



L[] Observando la grafica:

X

calcula:

s X3 ’ X3
s (3] o (5o
Solucion:

a) + oo b) —oo

[[7] Observando la grifica:
AY

—X2+IV
y=—
X

g
calcula:
X+ | X+ 1
a) lim b) lim
X = +oo X X —> —o0
X+ | X+ |
c) lim d) lim
x—0" X x— 0"
Solucion:
a) +oo b) — ) +o d) -
L[E] Calcula el valor de a para que:
o ax®+3x
lim ————=
x>+ 2t =5
Solucion:
a
~=3=a=6
2
L[Z] Observando la grifica:
AY
R B
~—_] X
=1

a) Calcula: lim (VX+ -Vx+ 3)

b) Halla el limite analiticamente para comprobar el re-
sultado.

Solucion:
a) 0
b) lim (Vx+5 - vx+3)= o -] =
. (\/x+5—\/x+3)(\/x+5+\/x+3)
s Vx+5+vx+3

i x+5—(x+3)
= |im —————=
xote ¢ x+5+YVx+3
X+¥5-x-3 _ 2

= lim

—— = lim — =0
X2t A x+5+Vx+3  xor Vx+5+Vx+3

LLE] Rocio comienza a trabajar en una empresa de informa-
tica. La funcién que calcula el nimero de ordenadores
que monta, en funcién del tiempo, viene dada por:

6t
t) =
f =145

donde t es el nimero de dias que lleva trabajando, y f(t),
el nimero de ordenadores que monta.

a) ;{Cuantos ordenadores monta el primer dia?

b) ;Cuantos ordenadores monta el quinto dia?

c) (Cuantos ordenadores monta el décimo dia?

d) ;Qué dia montara 5 ordenadores?

e) ;(Puede llegar a montar algiin dia 7 ordenadores?

f) ¢A qué numero tendera cuando lleve mucho tiempo
trabajando?

Solucion:
a) |
b) 3
c) 4
6t
d) t+—5 =5=1t=25

e) No, porque al resolver la ecuacién .
ne un numero negativo.

’ 6t _
f) tLII’\Dw t+5 i

6t
+5

=7, se obtie-

L[ Los gastos mensuales en euros que una familia tiene en
alimentacién vienen dados por la funcién:

0,4x + k si0<x <1000
f() =7_2000x
~+3000 si x >1000

donde x son los ingresos de la familia en euros.

a) Halla el valor de k para que los gastos sean continuos;
es decir, no haya salto en x = 1 000 €

b) ;Hacia qué valor se estabilizan los gastos de alimenta-
cion de las familias con la renta mas alta?

Solucion:

2000
b) lim ————— =2000 €

d)le= . X +3000
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L4 En una ciudad se hace un censo inicial y se sabe que el
nimero de habitantes evoluciona segun la funcioén:

t* + 500t + 2 500
PO)=—7——5
(t+50)
donde t es el nimero de afios transcurridos desde que se
hace el censo, y P(t) es el nimero de habitantes en millones.

a) ;Cuantos habitantes hay cuando se realiza el censo
inicial?
b) ;Cuantos habitantes habra dentro de 50 afios!

c) Con el paso del tiempo, jhacia qué poblacion se esta-
bilizara? Halla la asintota horizontal para comprobarlo.

Solucioén:
a)t=0= P(0) = | millén
b) t = 50 = P(50) = 3 millones
~ t*+500t +2500 -
) lim ————————= | millén
£ oo (t +50)
Asintota horizontal: y = |

L[] Halla las asintotas de la siguiente funcién racional y la
posicion de la curva respecto de cada una de ellas:
3x

X2+ |

y_

Solucion:
 Verticales: no tiene.

* Horizontal: y = 0

lim = 0" = La curva esta encima de la asintota.

X — oo x2+

lim 2+l = 0~ = La curva esta debajo de la asintota.

X - X

¢ Oblicua: no tiene.

L[] Halla las asintotas de la siguiente funcién racional y la
posicién de la curva respecto de cada una de ellas:

X+ |
y:

xt—1
Solucion:
o Verticales: * - 1 =0 = x= |, x=—1
" A+ 1T+ 2 N
im = = — =4
X1t x2—| 1" =1 0*
e B 2
lim 5 =———=—=-
x=>17 x* =1 I~ =1 0
T R e )
lim 5 =———=-—=-
x—-1* x*—| I~ =1 0
! P I 2 N
|m - — = oo
x—-17 x2—| 1" =1 0*

* Horizontal: y = |

= 0" = La curva estd encima de la asintota.

= 0" = La curva esta encima de la asintota.

¢ Oblicua: no tiene.
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Elabora problemas
de mas nivel

L] Halla el valor de f(3) para que la siguiente funcién sea

continua en todo R

x* = 3x
fo)=——"3~
Solucion:
2_
lim g= lim x=3
x—3 X—3 x—3
f)=3

i} Halla el valor de m y n para que la siguiente funcién sea

continua en todo R
2

X six<—I
_|mx+n si—l<x<2
fx) = 2

— six>2

X
Solucion:
—m+n=1| 0 |
dm+n=[TM=5N=

[iE] Halla el valor de m y n para que la siguiente funcién sea

continua en todo R

2" six <
f(x) =ymx+n sil<x<2

log, x six>2
Solucion:
m+n=2

2m+n=|}="’"="’”=3

[iE] Una determinada especie evoluciona segun la funcién:

fe)=5+2""
donde t es el nimero de afios y f(t) son los millones de
unidades existentes.

Representa la grafica y, observandola, contesta a la si-
guiente pregunta: ;la especie estd en vias de extincion?

Solucion:
AY

A A%

La especie no esta en vias de extincién, porque tiende a
estabilizarse hacia 5 millones de unidades.

lim (5+27%)=5

t—> +oo

4. Continuidad, limites y asintotas



LiE] Una determinada especie evoluciona segin la funcién:
2
ft)=--t>0

donde t es el numero de afios y f(t) son los millones de
unidades existentes.

Representa la grifica y, observandola, contesta a la
siguiente pregunta: ;la especie estd en vias de extin-
cion?

Solucion:

A A%

La especie si estd en vias de extincién, porque tiende ha-
cia 0.

2
lim —=0
t—>+o L

K] Una entidad financiera paga un tanto por ciento en
funcion del dinero depositado, definido por:
6x +8000

RO =+ 10000

donde x es la cantidad de dinero depositado en euros, y
R(x), el valor del tanto por ciento.

¢{Hacia qué valor se estabilizard el tanto por ciento
cuando se deposite una cantidad muy grande?

Solucion:
L 6x+8000
0. x+10000 %

il Observando la grifica de la sucesion:

AY
y=3
o X
—>»
=3n2—2n+4
i n?+5
3n—2n+4

a) Calcula: lim 5
n—+oo n“+5

b) Halla el limite analiticamente para comprobar el re-
sultado.

Solucion:
a) 3
b) 3

k4 Los beneficios o las pérdidas de una empresa vienen
dados por la funcién:

5x* — 20
X +4

fe) =

donde x es el numero de afios que lleva funcionando, y
f(x) son millones de euros.

a) Halla los beneficios o las pérdidas en el primer, segun-
do y tercer afos.

b) ¢{Hacia qué valor se estabilizan las ganancias o pérdi-
das con el paso del tiempo?

Solucion:
2 . .
a)-3,0, 13 = 1,9 millones de euros, respectivamente.
5x* - 20
b) lim ————— =15 millones de euros de ganancias.
x>+  x“+ 4

k] Halla una funcién racional que tenga como asintotas
verticales las rectas x = 3, x = —|

Solucion:
- I = 7|
fix) = PEETD) = f(x) 2% 3

k] Calcula una funcién racional que tenga como asintotas
las rectas x = -2 ey =3

Solucion:
_ 3
Y- x+2

[E4] Halla una funcién racional que tenga como asintotas las

rectasx=ley=x-2
Solucion:
x*—3x+3
=x—-2+ - == =
y=x-2 ] = f(x) P
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