Unidad 5.
L a derivada

1. La derivada y la recta tangente

Explora

La grifica y = f(x) representa el espacio que recorre un coche en funcién del tiempo.

Y
y = f(x) /
1Q(6é, 8)
t

Espacio (m)

| =7P@3,2) X

Tiempo (s)

Calcula mentalmente:
a) La pendiente de la recta secante, r, que pasa por Py Q
b) La distancia media recorrida entre 3sy 6 s

c) La pendiente de la recta tangente t en el punto P

Solucion:
a) 2
8-2 6
b) TIVM[3,6] -m—?—Zm
C) ?
Elabora

Ll Calcula la tasa de variacion media de las siguientes
funciones en el intervalo que se indica:

a) f(x) =2x—3en[l, 4]
b) f(x) = x* —4x + 2 en [2, 4]

=" 13 enll.2]
d)f(x) =vx+2en[-1,2]
Solucion:
4) — (I 5— (I 6
a)TVM[I,4]=f(‘)1_T()= 4£|)=?=2
4)—f(2 2—-(-2 4
b)TVM[2,4]=f(:_£()= 4£2)=7=2
2) —f(I 0—-(-1/2 |
o w2y = (A=W _0-€D) 1
_f@-fCn _ 2-1 1
d) TVM[-1, 2] = 2D _2_(_|)_3
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IEA Aplica la definicion de derivada y calcula la deriva-
da de las siguientes funciones en los puntos que se
indican:

a)f(x) =3x—2enx=1
b)f(x) =—2x+ |l enx=-3

o f(x)=x*—4enx=-2
d)f(x) =-x*+5x—3enx=1

Solucion:
/(1) = jim JEA=T0) -
e 3040 -2-(3-2)
_hlao h -
= Jim K+3h—hZ—Z+Z =h|.'m0—3ﬁ=3

5. La derivada



3 = i LE3EN=ED

o m2E3mHI-[F2-(=3) 4 1]
m =]

|
h—0 h

_ B-one)-g-f U
_hIILno h _hllino tzf =2

92 = tim [E22N=ED)

C2+h)’—4-[-2"-4] _

=h"£>n0 h
—_— 2_ —
=“m,4 4h+h’—4-0 _
h—0 h
_ . —4h+h _ fi(-4+h) _
_hllino h —J@O }'f -
= Jim (-4+1) =4
e (RO R (O
o= i, T -
’ —(|+h)2+5(|+h)—3—(—|2+5'|—3)
= lim =
h—0 h
o —f-2h-h+B+5h-—F+[-F+F _
= lim =
h—0 h
_ . —h*+3h A (=h+3) _
_hIILno h _hllino }r{ -
= lim (-h+3)=3
h—0

Bl Aplica la definicién de derivada y calcula:
a) La derivada de la funcién f(x) = x* en x = |

b) Las ecuaciones de las rectas tangente y normal en
el punto de abscisa x = |

c) Representa la funcion f(x) y las rectas.

Solucion:
F() = fim LEDZFO o AR
h—0 h h—0 h
= lim —/+2h+h2—/ = lim 7%(2+h) =
h—0 h h—0

hlim0(2+h)=2

b)Six=1=f(l)=1=P(,1I)
* Recta tangente: m = /(1) = 2

y=2(x—-1)+1

y=2x—|

* Recta normal:

y=—%(x—|)+|

) 5 AY

y=2x-1

IEB Aplica la definicion de derivada y calcula:
a) La derivada de la funcién f(x) = x* —2x + | en x =3

b) Las ecuaciones de las rectas tangente y normal en el
punto de abscisa x = 3

c) Representa la funcion f(x) y las rectas.
Solucion:
a)f'(3) = lim
(B+h?—-2B+h)+1-(3*-2-3+1) _

fG+h) -fB3)
h

h—0 h
o Frehth’—f-dh+)—F+p—[ _
= lim =
h—0 h
4h+h?
= lim = i HOER) iy = 4
h—0 h h—0 ﬁ h—0

b)Six=3=f3)=4=P(3,4)
* Recta tangente: m = {'(3) = 4
y=4(x-3)+4
y=4x-8

* Recta normal:

y= g -3+

y=4x-8

Il E! nimero de bacterias que hay en un cultivo se ex-
presa mediante la férmula f(x) = 2%, donde x represen-
ta el nimero de horas. Calcula el crecimiento medio
por hora de las bacterias entre las 3 y las 5 horas.

Solucion:
_fG)-f(3) _32-8 _
TVM[3, 5] = 523 " 5.3
24
= E = |2 bacterias/h
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2. Continuidad y derivabilidad

Explora

a) Observa la grafica de la funcion:
2

) =|
y calcula las pendientes de las rectas tangentes ry s
AY
X2
Yy = T -1

NS x

A\

b) ;Se puede dibujar una Unica recta tangente a la grafica de la funcion f(x) en x = 2?

Solucion:
agm=—1lym,=I
b) No.

Elabora

Il Analiza si las funciones representadas admiten deriva-
da en el punto de abscisa x = 2

a) b)
AY AY

/) — \

VX<
¥

Solucion:
a) No, porque la funcién no es continua.

b) No. Hay dos rectas tangentes diferentes.

Il Aplica la definicion de derivada y calcula la funcién
derivada de las siguientes funciones:

a) f(x) =5

b) () = 4x — 3

Q) f(x)=x>—x+ I
-

& 09 =

Solucion:
! — 4 5 — 5 —
) = Jim ===

60 = Im 4(x+h)—z—(4x—3) _

4 +4h—3—44+3 _ . 4)f _
- = — =4

h—0 ’7{

= lim
h—0
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(x+h?=(x+h)+1-(x*-x+1) _

I = fm, ;

IR 0 L et el 0 B i S A
= lim =

h—0 h

2xH + h? —

=Iimu=lim(2x+h—l)=2x—l

h—0 M h—0

[ —x—h

Va1 X*th  x _ (x+hx
O (0= fim 2 = im -
T A
BEEA (x+h)xif h0 x(x+h)y g

KB Calcula el valor de la derivada de la funcién f(x) = x* + |
en los puntos de abscisa:

a)x=2 b) x = -1 x=0 dyx=1
Solucion:
o xR
R
N ALY 3 ey
h—0 h
s 2 _
= lim S = lim @+ = 2

f'(x) = 2x

Q) f'2)=2-2=4
bf'-1)=2-(-1)=-2
f'(0)=2-0=0
df'()=2-1=2

5. La derivada



IEN Calcula el valor de la abscisa en el que la derivada de
la funcidn f(x) = x* + x vale 4

Solucion:

e T (x+h?—x* _
Solucion: a)f') = hano N
o (x*hPHx+h—(F+x) o Aruhtn—
f(x)_hhTo h - _hhTo h
+ +h*+x+h—y— 4
= lim Xi 2h +h )( h Xz )( = = |im M
h—0 h h—0 !/f

7
= lim W=hﬁmo(2x+h+l)=2x+l

= hll_)mo(2x+h)=2x

h—0 b) AY
3
A+l =4 u=3x= y=x
-
[ Dibuja la grafica de la funcién cuadrética y = x* "
a) Calcula su funcién derivada. y=2x
b) Representa la funcién derivada en los mismos ejes
coordenados. [
c) Observando el dibujo, calcula los puntos en los que €)= 0T loze= TN T L=

la derivada toma estos valores: |,2,—-1,-2,0

3. Tabla de derivadas y regla de la cadena

e) Logaritmica.

Explora
Clasifica las siguientes funciones como polindmicas, irracionales, exponenciales, logaritmicas y trigonométricas:
)y =2 b)y=x c)y =senx d)y=\/; e)y=Inx
Solucion:
a) Exponencial. b) Polinémica. c) Trigonométrica. d) Irracional.
Elabora
Calcula la funcién derivada aplicando las reglas de derivacion: LY 2)y= (X +4)
= (4 _ )3
i)y =8 b)y=06"=1)
b)y=-3x+1 Solucién:
Solucién: a)y' = 4x(<* + 4)
a)y' =0 b) y’ = 123(x* — 1)?
byy'= -3
2 y=vx-3
KE2)y =3+ 4x-5 by y = V2
b)y=x*-3x*+ 1
Solucién:
Solucién:

X

a)y =2x+4 a)y' = 3
Vxt—

b) y’ = 4x* — éx

EH2) v = (-8 KLHa)y =
b)y = (32 + I} byy=2°"°
Solucion: Solucion:
a)y' =2(x—8) a)y =3e¥2
b)y’ = 18x(3x* + 1)? b)y’ =3x32°*%In2

32 -2

b)y = ————
Y 4 (¢ - 2%)°
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— —_ 3
a)y=In(3x-2) b) y = log (2x" + x) * Recta normal:

i I I 7
Solucion: y==x-)-2=y=—x——
,_ 3 by o 8 3 33
Ay =3, 5 )y—2X3+x oge
23 Calcula el valor de los parametros a y b para que la
37 5 44 funcion
g = —_ = +
EEl2) y =sen 3x-7) ) y = cos (x X) 0 = ol six<l
Solucién: W= laxeb six
a)y’ = 3cos(3x —7) b) y' = —(2x + 4) sen (x* + 4x) sea derivable en x = |
P by v = xl Solucioén: AY
RER2) y =X+ tgx )y =xlnx a) Continuidad de la funcién:
Solucion: Para que la funcién sea con-
a)y’ = 2x + sec’ x b)y = | +Inx tinua los limites laterales X

deben existir y ser iguales al
valor de la funcién.

x —| eX
| = =
20 DN X2+ | b)y cos X
Solucion: f(l)=a .
e el e o S G i fYs i, @fse —a=2+b (1)
a == o N e
/ P+ 1) / cos? x Xlim|+ f(x)= x”m|+ (2x+b)=-2+b

) b) Derivabilidad calculando las derivadas laterales.
Al Halla las ecuaciones de las rectas tangente y normal a

— .3 2 . _ Para que exista la derivada, las derivadas laterales de-
la curva y = x° — 3x° en el punto de abscisa x = |

ben ser iguales.

Solucion: : lim f'(x)= lim 2ax = 2a
N =—2 = P(l.—2 Fx) = 2ax S|x<|=>x_>|- X1~ -
f)=-2=P(.-2) W12 six>1 ™ him = lim, (2)=-2
f’(X):3X2—6X X =1 X =1
=2a=-2=a=-I

* Recta tangente:

f'(1)y=-3 Sustituyendoa=—1l enlaférmula(l)— 1 =-2+b=b=|
y=—3x-1)-2=y=-3x+1 La funcién es derivable en x = | paraa=—1,b = |

4. Extremos relativos y crecimiento

Explora

24+

Observa la grifica de la funcién racional f(x) = y halla:

X

a) Los maximos y minimos relativos.

b) La monotonia, es decir: los intervalos donde es creciente () y los intervalos donde es decreciente (\)

Solucién:
a) Maximo relativo: A(-1,-2) b) Creciente (): (— oo, — 1) U (I, +o0)
Minimo relativo: B(l, 2) Decreciente (\)): (=1, 0) U (0, I)

© Grupo Editorial Brufio, S. L. 5. La derivada



Elabora

E&] Calcula los méximos y los minimos relativos y deter-
mina la monotonia de la funcién:

y = x> — 6x* + 9x

Solucion:

y =3x—12x+9

y=0=x=1,x=3
x=1=y=4=A(1,4)
x=3=y=0=B(3,0)

y'=6x—12

y"(1) =—-6 <0 (-) = A(l, 4) Méximo relativo.
y"(3) = 6 > 0 (+) = B(3, 0) Minimo relativo.

F'() v +

X 0 | 3

Creciente (/): (— o, 1) U (3, + o)
Decreciente (\): (I, 3)

EZ] Calcula los maximos y los minimos relativos y deter-
mina la monotonia de la funcién:

y=x}-3x

Solucion:

y' = 3x* — 6bx
y=0=x=0,x=2
x=0=y=0=0(0,0)
x=2=y=-4=A2,-4)
y'=6x—6

y"(0) =—6 <0 (-) = O(0, 0) méximo relativo.
y'(2) = 6 >0 (+) = A(2, —4) minimo relativo.
f’():<) + L= +

X 0 2

Creciente (/): (= o0, 0) U (2, + o0)
Decreciente (\): (0, 2)

Al Calcula los méximos y los minimos relativos y deter-
mina la monotonia de la funcién:

y=x =3+ 4x + |

Solucién:

y' =3x*—6x + 4

y' # 0 = No tiene ni maximos ni minimos relativos.
f'(x) +

X 0

Creciente (/): R = (= oo, + o)
Decreciente (\): &

£ Calcula los méximos y los minimos relativos y deter-

mina la monotonia de la funcién:
4

X
y=gor+x

Solucion:

y = x—3x*+ 2x

Yy =0=x=0,x=1,x=2
x=0=y=0= 0(0, 0)
x=1 :>y=%=>A<I,%>
x=2=y=0=B(2,0)

y" =3x*—6x+2

y"(0) =2 >0 (+) = 0(0, 0) Minimo relativo.

I
y'(h=-1<0(-)= A( I, *) Méximo relativo.

4
y"(2) =2 >0 (+) = B(2, 0) Minimo relativo.
f/(IX) 1 1 1 1 _ 1 I + I _ I 1 + 1 1 1
T e e e
X o 1 2

Creciente (/): (0, 1) U (2, + )
Decreciente (\): (=0, 0) U (I, 2)

Calcula los méximos y los minimos relativos y deter-
mina la monotonia de la funcién:

X+
Y=
Solucion:
;x|
y = 2
y=0=>x=-1,x=1

x=—1=y=-2=A1,-2)
x=1=y=2=8(,2)

y'(=1)=-2<0(-) = A(- |, -2) Maximo relativo.
y'(1) =2 >0 (+) = B(l, 2) Minimo relativo.

fleg o+ =

|-
|
X -1 0 I

Creciente (/): (— oo, = 1) U (I, + =)
Decreciente (\): (=1, 0) U (0, I)

E£] Calcula los méximos y los minimos relativos y deter-
mina la monotonia de la funcién:

xXE—x+ 1

Y= x =1

Solucion:
. X =2
(x=1)?

y' =
Yy =0=x=0,x=2
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x=0=>y=-1=A(0,-1)
x=2=y=3=B(213)

2

=1y

y"(0) = -2 <0 (-) = A(0, — I) Maximo relativo.
y'(2) =2 >0 (+) = B(2, 3) Minimo relativo.
flecg o+ - - +

T T T T T I I I T T T T
X o I 2

Creciente (/): (— o0, 0) U (2, + o)
Decreciente (\): (0, I) U (I, 2)

n

y

E£] Aplicando el célculo de derivadas, estudia la monoto-
nia de la recta:
y=-2x+3

Haz la representacién grafica de la recta e interpreta
el resultado.

Solucién:
y' =—2 < 0= Es siempre decreciente.

La grafica de la funcién es una recta de pendiente m = -2,
que es la derivada.
AY

VX

[ElU] Aplicando el célculo de derivadas, calcula los maximos
y minimos relativos y determina la monotonia de la
parabola:

y=x'—2x-3

Haz la representacién grafica de la parabola e inter-
preta el resultado.

Solucién:

y'=2x-2

y=0=>x=1

x=1=y=-4=A(,-4)

y"=2

y"(1) =2 >0 (+) = A(l, —4) Minimo relativo.

fe . -

Creciente (): (I, + o)
Decreciente (\): (— oo, 1)

A A%

Tiene un minimo relativo; antes del eje es decreciente,
y después, creciente.

5. Puntos de inflexidon, curvatura y puntos singulares

Explora

Observa la grafica de la funcién racional f(x) =

2 —_—
convexa (U), y concava (M) x -l

Solucién:

Punto de inflexion: O(0, 0)
Convexa (U): (=1, 0) U (I, + o)
Coéncava (N): (-, —1) U (0, I)
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y halla visualmente el punto de inflexion y los intervalos donde es

5. La derivada



Elabora

[Eill Calcula los puntos de inflexion y determina la curva-
tura de la funcion:

y=x—6x*+ 9+ |

Solucion:

y' =3x*—12x+9

y"=6x—12

y'=0=x=2=y=3=A(213)

y"=6#0

Punto de inflexion: A(2, 3)

N T S
x o a2

Convexa (U): (2, + )

Coéncava (N): (— oo, 2)

[EZA Calcula los puntos de inflexion y determina la curva-
tura de la funcién:

y=x—3x* + 4x

Solucion:

y' =3x*—6x+4

y'=6x—6
y'=0=>x=1=y=2=A(,2)

y"'=6#0

Punto de inflexién: A(l, 2)
f‘//(lx) _ I +

X 0 |
Convexa (U): (I, + o)

Coéncava (N): (— oo, )

[EEJ Calcula los puntos de inflexion y determina la curva-
tura de la funcién:

y=G—1)+
Solucioén:
y' =3(x-1)
y'=6(x-1)
y'=0=>x=1=y=1=A(, 1)
y"=6+0

Punto de inflexiéon: A(l, I)

f'e) - : +

X 0 |

Convexa (U): (I, + o)

Céncava (N): (— oo, |)

tura de la funcién:

[ELY Calcula los puntos de inflexion y determina la curva-

y=x*—6x
Solucion:
y =4 — 12x
y" = 12¢ - 12
y'=0=>x=-1,x=1
x=—-1=y=-5=A(1,-5)
x=1=y=-5=B(l,-5)
y" = 24x
y"(1)=24+#0
y"(=1)=-24+0
Punto de inflexién: A(-I, =5), B(l,-5)
fled o+
—t—t—t——+—1T—+—1—+—+—+—+—
X -1 0 |

Convexa (L): (— oo, —=1) U (I, + )

Céncava (N): (-1, 1)

tura de la funcioén:

y=x'+
Solucion:
y' =4 + 12X
Y’ = 12x* + 24x

y'=0=x=0,x=-2
x=0=y=2=A(0,2)

il Calcula los puntos de inflexion y determina la curva-

43 +2

X=-2=y=—14=B(-2, - 14)

y" =24x + 24

y"(0)=24%0

y"(-2) =-24+#0

Puntos de inflexion: A(0, 2), B

i) + .

(=2, -14)

1 1 1 I 1 I
1 1
X -2 0

Convexa (U): (-, =2) U (0,
Céncava (N): (-2, 0)

tura de la funcién:

[l Calcula los puntos de inflexion y determina la curva-

_ox—=l
y= X2
Solucion:
,_2—-x
y = e
,_ 2x-3)
X4
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2 2 ") = —
y/r=0$X=3:>y=—=>A<3’_> y(o) 6+0

64— x) 9 9 Punto de inflexion: O(0, 0)
—X
Y= f'() n I *
X 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
T T T T T I I I T T T T T
5 X -1 0 |
y (3)=W¢O 2 Convexa (U): (=1, 0) U (I, + o)
Punto de inflexion: A<3, ?) Concava (N): (=, —1) U (0, 1)
f”(f() = e LA Calcula los puntos criticos de las siguientes funciones:
T T T T T T I T T I T T T
X 0 3 a)y=x’ b) y = x°
Convexa (U): (3, + o) Solucién:
' a) y’ = 5x*
Céncava (N): (— <, 0) U (O, 3) ) =0=x=0=y=0=0(0,0)
y’ =20x°
Edl Calcula los puntos de inflexion y determina la curva- " = 60x
tura de la funcién: yom o
; y" = 120x
y= XZ _ yV =120
Punto de inflexion en O(0, 0)
Solucién:
2+ b) y' = 6x°
y'=_(x2_|)z y'=0=x=0=y=0=0(0,0)
" = 4
"= 2X(X2 + 3) ym 30X 3
= W y = 120x
y" = 360x
y—0=>x4—0=2>y—0=>0(0,0) y = 720x
"m — _M yVI =720

2_[\4
(x*=1) Minimo en O(0, 0)
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Actividades finales

Elabora actividades de las secciones

1. La derivada y la recta tangente

[EE] Calcula la tasa de variacion media de las siguientes fun-
ciones en el intervalo que se indica:

a) f(x) =-3x+5en[-1,2]
b) f(x) = x*—6x—4en [I, 3]

O ="

; en [—1, 3]
d) f(x) =vx+4en[-3,0]

Solucion:

WP = TR S
= TR 3269 4,
- 58
o 0= g = T =

L[] Aplica la definicion de derivada y calcula la derivada de las
siguientes funciones en los puntos que se indican:

a) f(x) =5x—3enx=-4
b) f(x) =—x+2enx=3
c)f(x) =—x*+5enx=—I

d)f(x) =3x*+5x—4enx=|
Solucioén:
a)f'(=4) = lim
S(-4+h)-3-[5(-4)-3] _

fea+h) —f4) _
L -

lim

h—0 h
i —20%5h= 3 248 o g
h—0 hso I

'@ = im 01O h,: 10 -

~(3+h)+2-(-3+2) _
m =

h—0 h
- i, “AREIE Ly 2l
O (1) = fim TELEDZIED
o —(l+h)+ 5[ (1) + 5]
_hIILno h -
- lim —//+2h—h;+5+/—5
=h|iino 2hhh2 h&o ﬁ(ﬁ . _f.llgqo(z h) =2

df'(l) = hhmo—f(I +hz_f(|) =
31 +h)?*+5(1 +h)—4—-(3-12+5-1-4)
=hllino h -
— i BF6h*30 +E+Sh-A-F-F+4
BN h -
= lim 3+ 11h _ lim ;;{(3h%+||) _
= lim 3h+11) = 1|

L1l Aplica la definicién de derivada y calcula:
a) La derivada de la funcién f(x) = x>+ 4x— | enx = |

b) Las ecuaciones de las rectas tangente y normal en el
punto de abscisa x = |

c) Representa la funcién f(x) y las rectas.

Solucion:

() = Jim D=0 <

o (1+h)?+4(l+h) —1=(1+4-1-1)
= lim =

h—0 h
_ o A*2h+h+fran— [ [ A+ )
= lim =
h—0 h
6h + h?
= lim = i KR =6
h—0 h—0 % h—0

b)Six=1=f(l)=4=P(l, 4
* Recta tangente:

m=f'(l)=6
y=6(x—-1)+4
y=6x-2

* Recta normal:

EZA El nimero de llamadas que se reciben en una centralita es:

X2

f) = 4x——-

donde x se expresa en horas, y f(x), en miles de llamadas.

Calcula el nimero medio de llamadas que se reciben
entre las 2 y las 4 horas; y entre las 4 y las 6 horas.
i{Como interpretas los resultados?
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Solucion:
2 8-6 2
a) TYM[2, 4] = f(: 2( ) - 2 ?= |
f(6 4 6-8 -2
b) TVM[4, 6] = (2 Z( ) - 6_4 =T=_I

Entre 2 y 4 la funcién es creciente y entre 4 y 6 es decre-
ciente. Debe presentar un maximo en x = 4

2. Continuidad y derivabilidad

EEJ Analiza si las funciones representadas admiten derivada

enx = |
a) AY/ b) AY
. X / X
Solucion:

a) No, porque es discontinua.

b) No, porque se pueden dibujar dos rectas tangentes de
pendientes distintas en x = |

LY Aplicando la definicion de derivada, calcula la funcion
derivada de las siguientes funciones:

a) f(x) = 2xX* —4x + 3

3
b) =45

Solucion:

)  2(x+h)?—4(x+h)+3—(2x* - 4x +3)
)= i h -
 2(x*+2xh+ h?) — 4x —4h+3 - 2%+ 4x -3
= lim =
h—0 h
S Zx’+4xh+ 20’ —fx —4h+F - I’ +Ax—F _
h—0 h

£t —
iy, H 2 =4 _ lim (4x +2h— 4) = 4x — 4

h—0 ﬁ

3 B 3
S = xth+2 x+2 _
e
Bx+f—3x-3h—§
- (x+h+2)(x+2)
T hoo h -

i — 3/ 3
h—0 (x+h+2)(x+2)% (x+2)2
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E5f Aplicando la definicién de derivada, halla la funcién
derivada de f(x) = Vx

Calcula:
a) El valor de la derivada en el punto de abscisa x = 2

b) El valor de la abscisa en el que la derivada vale /4

Solucioén:
. Nx+h- \/7 0
f ()= hI|m h =197

(e h V) (VR _
M (W h V)

L Arheg

M WY xeh V)

. W
M f(Vxrh+vx)  Vxtvx | 2vx
I _V2

4

=2Wx=4=Vx=2=x=4

a)f'(2) =

®) Wx

-h|— ﬁ‘

3. Tabla de derivadas y regla de la cadena
Calcula la funcién derivada aplicando las reglas de derivacion:

Efla)y=3¢+x-7 b) y = —x* + x* — éx

Solucion:
a)y =6x+| by =—4xX+2x-6

Ella)y=2+x-5 b)y = 3x* + 5x + |

Solucién:
a) y’ = 6x* + 2x b)y' =12 +5
ERa)y=(-1) b)y=(c+1)*

Solucion:

a)y = 6x}(xX* - 1) b) y' = 122(¢ + 1)}

Kl a) y = (27 +x)° b)y = (2x" -1y’

Solucioén:
a) y' = 3(6x* + 2x)(2¢ + x?)?

El2)y=V3x-2 b)y =

Solucion:
3x 3|

Y =V3x2—2 V) _2Vx3—x

b) y’ = 403(2x* — 1)*

Vi —x

5. La derivada



Eill2)y= V¥ —x

Solucion:
) 32 -1

Dy =
54/ (¢ - x)*
92 BV

Solucion:
a)y’ = 6bx%e?
Bl y =7

Solucion:

a)y'=2-7%"3-In7

ELJ2) y = In (5x° - 3x)

Solucion:

)y = 15x* -3
Ay = — —°
4 5x° — 3x

Ell2) y = log (2¢ + 5)

Solucion:
2

Ed-)
Solucién:
a) y' = (6x —4) cos (3x* — 4x)
b) y’ =S =

= sen (3x* — 4x)

)y

Solucion:
a) y’ = 3x* cos (X’ + 2)

=sen (X’ +2)

b) y = e™
b) y' = 7e’™
b)y=e™"

b)y' = —2x e**2

b) y =In (x* — x?)

b)y’' =

b) y = log (X* + 4x + 1)

b)y’' =

43 -2

4x* -2

xt— x?

2x +
X+ 4x+ |

b) y = cos (4x* + x)

(122¢ + 1) sen (4 + x)

b) y = tg (X~ 1)

b) y' = 2x sec® (* — |

x> —x

log e

Ela)y=¢ +cosx byy=x¢e
Solucién:
a)y' =e“—sen x b)y' = (x+ I)e*
2x+3 In x
Elay=" b) ¥ = <er x
Solucioén:
by -2 —bx—4
Ay =— 55—
T -y
|
, 75enx—|nxcosx _ senx — xInx cos x
b)y - 2 - 2
sen” x X sen” x

[l Calcula las tres primeras derivadas de las siguientes
funciones y simplifica los resultados.

3

a)y=—x'+2 b)y=%—2x
xt—1 X1+ 4
Qy= dy=—,
Solucion:
XZ
a) y' =— 43+ 4x b)y':T—z
y"=_|2X2+4 y/l=x
ym=_24x y,,,= I
X2+ | . xX*—4
C)y d)y - 2X2
H__l ”—i
y JE y E
[/ p— 6 [/ p— I2
=y T

il Calcula las tres primeras derivadas de las siguientes
funciones y simplifica los resultados.

a)y=-x>+3x b) y = x* —4x*
6 X*—x=2
Ve D=
Solucién:
a)y' =-3x*+3 b) y’ = 4x* — 8x
y'=—6x "= 12¢-8
"=—6 y"” = 24x
12x -xX*+2x -3
- dy =———
C) y (X2+3)2 )y (X—I)Z
I/ — 36(X2 B I) " — 4
(¢ +3) T -y
L 144x(3 - x%) y,,,=_i
T (E+3) (x=1)*

4. Extremos relativos y crecimiento

[ Calcula los méximos y los minimos relativos y deter-
mina la monotonia de la funcion:

y=x—3x
Solucién:
y' =3x*-3
y =0=>x=-1,x=1

x=—1=y=2=A(l,2)
x=1=y=-2=B(l,-2)
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y" = 6x
y'(=1)=-6 <0 (-) =A(-1, 2) Maximo relativo.
y'(1) =6 >0 (+) = B(l, —2) Minimo relativo.

f/().() . . LT [ | +
X —II 0 :
Creciente (/): (—o0, — 1) U (I, + o)
Decreciente (\): (=1, 1)

Bl Calcula los méaximos y los minimos relativos y deter-
mina la monotonia de la funcién:

X3

y=T—4x

Solucion:
y' =x*—4
y=0=>x=-2,x=2
16 16
X——2:>y—T:>A<—2,T>
16 16
X_z:y__T:B<2’_T)
y' = 2x

16
y'(-2)=-4<0(-) = A<— 2, T) Maximo relativo.

I
y'2)=4>0(+)= B<2, —76) Minimo relativo.

= +
1 1 1 1 1 1 1
T

f'eg o+

b's =7 0 2

Creciente (/): (—o°, —2) U (2, + )
Decreciente (\): (-2, 2)

LY Calcula los maximos y los minimos relativos y deter-
mina la monotonia de la funcién:

y=2C—6x+ |
Solucién:
y' =6x*—6
y =0=>x=-1,x=1I

x=—l=y=5=A(1,5)
x=1=y=-3=8(l,-3)
y' = 12x

y'(=1)=-12<0 (-) = A(- I, 5) Maximo relativo.
y'(1) =12 >0 (+) = B(l, —3) Minimo relativo.
flg — + -

e
X -1 0 1
Creciente (/): (oo, —1) U (I, + o)
Decreciente (\): (—1, 1)

© Grupo Editorial Bruiio, S. L.

[l Calcula los maximos y los minimos relativos y deter-

mina la monotonia de la funcién:

y=—x+6x*+ I5x— |

Solucién:

y'==3x%+12x+ 15

y =0=x=-1,x=5
x=—l=y=-9=A-1,-9)
x=5=y=99 = B(5 99

y'=—6x+ 12

y'(=1)=18>0 (+) = A(- I, —=9) Minimo relativo.
y"'(5) =—18 <0 (-) = B(5, 99) Maximo relativo.

fe9 = 4
X —II 0 5
Creciente (/): (— I, 5)

Decreciente (\): (—eo, — 1) U (5, + o0)

A Calcula los maximos y los minimos relativos y deter-
mina la monotonia de la funcion:

2

Y e
Solucion:
,_ =22 +2
F T ey
y =0=x=-1,x=1
x=—l=y=-1=A-I,-1)
x=1l=y=1=8(,1)
L, A —12x

(2 + 1)’

y'=1)=1>0 (+) = A(- I, - 1) Minimo relativo.
y'(1)=—=1<0 (=) = B(l, I) Maximo relativo.
fg =
T T T T T I T I T T T T T
X -1 0 1

Creciente (/): (=1, 1)
Decreciente (\): (—eo, — 1) U (I, + o)

[l Calcula los maximos y los minimos relativos y deter-
mina la monotonia de la funcién:

XZ

x*+3

y:

Solucion:

,_ 6x
Py
y =0=>x=0

x=0=y=0=0(0,0)

5. La derivada [111]



183+ 18
(2 +3)’

n

2
y'(0) = 3 >0 (+) = 0(0, 0) Minimo relativo.

R

X 0

Creciente (): (0, + o)
Decreciente (\): (—oo, 0)

ELJ Calcula los maximos y los minimos relativos y deter-
mina la monotonia de la funcioén:
X -2+
YT 2
Solucioén:
x*—4x+3
(x=2)°
y=0=x=1,x=3

[A—

x=1=y=0=A(l,0)
x=3=>y=4=B(3,4)

_ 2

GRS

y'(1)=-2<0 (-) = A(l, 0) Maximo relativo.
y'(3) =2 >0 (+) = B(3, 4) Minimo relativo.

"

y

f'e) + T T T
' I —
X o 1 2 3

Creciente (): (—oo, |) U (3, +o0)
Decreciente (\): (1, 2) U (2, 3)

EER Aplicando el calculo de derivadas, estudia la monotonia
delarectay=4x-5

Haz la representacion grafica de la recta e interpreta el
resultado.

Solucion:

y' =4 >0 = La funcién es siempre creciente.
AY

A A3

|
Es una recta de pendiente 4, que es el valor de la derivada.

L[} Aplicando el calculo de derivadas, calcula los maximos
y minimos relativos y determina la monotonia de la
parabola y = —2x* — 8x — 3
Haz la representacion grafica de la pardbola e interpreta
el resultado.

(112]

Solucion:

y ' =—4x-8

y =0=>x=-2
x=-2=y=5=A(-2,5)

y!! = _4

y'(=2) =-4<0 (-) = A(-2, 5) Maximo relativo.
f/(IX) L L + L I L L L T L L L L
X -2 0

Creciente (/): (—o0, —2)
Decreciente (\): (—2, + o)

AY
A(=2,5)

A A3

Es una pardbola con eje de simetria en x = -2 y con el
vértice en A(-2, 5)

5. Puntos de inflexién, curvatura
y puntos singulares

Calcula los puntos de inflexion y determina la curvatura
de la funcién:

y=x—3x+4
Solucién:
y' =3x*-3
y" = 6x
y'=0=x=0=>y=4=A(0,4)
y"'=6#0
Punto de inflexion: A(0, 4)
- T
T T T T T T I T T T T T T
X 0

Convexa (U): (0, + )

Céncava (N): (— oo, 0)

Calcula los puntos de inflexion y determina la curvatura
de la funcién:

y==x+3¢+ |

Solucion:

y' ==3x*+ 6x

y'=—6x+6
y'=0=>x=1=y=3=A(,3)
y"'=—-6+0
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Punto de inflexion: A(l, 3)

i) + .

X 0o |

Convexa (U): (— oo, |)

Concava (N): (I, + =)

Calcula los puntos de inflexiéon y determina la curvatura
de la funcién:

y=2¢-3x+4
Solucioén:
y' =6x*-3
y' = 12x
y'=0=>x=0=y=4=A(0,4)
y"=12#0
Punto de inflexion: A(0, 4)
ff'e} = ot

Convexa (U): (0, + o)

Concava (N): (— oo, 0)

LY Calcula los puntos de inflexion y determina la curvatura
de la funcién:

y =4 - 3x*

Solucion:

y' = 12X — 12X
y" = 24x —36x*
2
y'=0=x=0,x=—

3
x=0=y=0=0(0,0)

216 (21
XT3V 7 7P 37

y" =24 —72x
y"(0) = 24 # 0 = Punto de inflexion: O (0, 0)

2
y'"<—>=—24¢0
P t3d inflexion: A2, 1%
unto de Intiexion: 3, 27

) . + .

]
I
X 0
2
Convexa (V): (0, ?)

Céncava (N): (=, 0) U (?, +oo)

© Grupo Editorial Bruiio, S. L.

Calcula los puntos de inflexién y determina la curvatura
de la funcién:

y=x"—6x*—6x+ |

Solucion:

y' =4 —12x—6

y =12 - 12
y'=0=x=-I,x=1

x=—l=y=2=A(-1,2)
x=1=y=-10=B(l,-10)

y" = 24x

y" (=1) =24 # 0 = Punto de inflexién: A(-1, 2)
y" (1) = 24 # 0 = Punto de inflexion: B(l, —10)

flo .+

X -1 0 |1

Convexa (L): (—oo, = 1) U (I, + o)

Coéncava (N): (-1, 1)

[ Calcula los puntos de inflexiéon y determina la curvatura
de la funcién:

6
YT o3
Solucion:
. 12x
L, 360 1)
y'=0=x=-I,x=1

3 3
x=-—1 :>y=?:>A<—|,?>
3 3
x=1 :>y—?:>B<I,7>
144x(3 - x%)
(X2+3)4

" —

9
y'(1)==5#0

Punto de inflexién: A(—I, %)

9 B
y"(1) = i 0 = Punto de inflexion: B( [, ?>
f”(IX) 1 1 -'I- 1 I _I I 1 1 + 1 1 1
T T T T T I T I T T T T T
X -1 0 1

Convexa (U): (oo, — ) U (I, + )

Concava (N): (=1, I)

5. La derivada [113]



Calcula los puntos de inflexién y determina la curvatura
de la funcién:

xX* -4
Solucion:
X +4
(o —4)?
2+ 24x
-
) =0=x=0=y=0=0(,0)
_6(x*+24x* + 16)

"

V/a—

(o —4)*
3
y"(0) = ) # 0 = Punto de inflexion: O(0, 3)
fled = e e
T T T T I T I T I T T T T
X -2 0 2

Convexa (U): (2, 0) U (2, + =)
Concava (N): (— o0, =2) U (0, 2)

L Calcula los puntos criticos de la funcién: y = x* + 3

Solucion:
yr = 5x4
y =0=x=0= 0(0, 3)

y’ =20x°

y'(0)=0

yw = 60X2

y'(©)=0

y"V = 120x

y"(0)=0

y' =120 # 0 = 0(0, 3) Punto de inflexion.

EE&J Calcula los puntos criticos de la funcién: y = x* — 2

Solucién:
yr = 6X5

Y =0=x=0=0(0,-2)
y" = 30x*
y'(0)=0
y" = 1205
y'(©) =0
y" = 360x
y"(0)=0
y' = 720x
y'(0)=0
yV' = 720x

y"'=720>0 (+) = 0(0, — 2) Minimo relativo.

Elabora actividades para reforzar

E[) Calcula la tasa de variacion media de las siguientes fun-
ciones en el intervalo que se indica:

a)f(x)=—x+len[-1,2]
b) f(x) =—x*+ 4x—2en [2, 4]

Solucion:

N-f1)  -1-2 -3
a) TVM[-1,2] = f(z)_(i(l)) T
by TvMp, 4 = (D= _=2-2 -4 _ ,

4-2 4-2 2

kil Calcula la tasa de variacion media de las siguientes fun-
ciones en el intervalo que se indica:

) 00 =2 en [3,5]

b) f(x) =¥ x+6 en[-2, 3]

Solucioén:
5-f3) 2-4 -2
a) TYM[3, 5] = f(g_;‘() =s—3=5 =
3)-f(-2 3-2 |

2 Aplica la definicién de derivada y calcula:
3
a) La derivada de la funcion f(x) = S enx= I

b) Las ecuaciones de las rectas tangente y normal en el
punto de abscisa x = |

c) Representa la funcién f(x) y las rectas.

Solucion:

3 3 F-Z-3n
R & 7 R R l+h  _
A= i - fm
=3 o -3
= i ey M ey T3

b)Six=1=f(l)=3=P(l, 3)

* Recta tangente:

m=f'(l)=-3
y=-3(x—-1)+3
y=-3x+6
* Recta normal:

|

y=?(x—|)+3

.8
Y=3X73
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~
I
w|x
+
w|oo

A(l,3)

X

y=-3x+6

[EER El espacio que recorre una motocicleta viene dado por
f(t) = t* + t, donde t se expresa en segundos, y f(t), en
metros. Calcula la velocidad media en las dos primeras
horas de movimiento.

Solucion:
f2)-f0) _6-0

6
TVMI0.2] === =5 =3

=3 mls

LY Analiza en qué puntos la funcién del grifico no es deri-
vable.

AY

A A3

y = -4

Solucion:

Enx=-2yen x =2 la gréfica de la funcién tiene picos, y se
pueden dibujar, en cada uno de ellos, dos rectas tangentes
con distinta pendiente. Es decir, la funcién no es derivable.

[l Analiza si en x = 3 la funcidn del grafico es derivable.
Dibuja la recta tangente en dicho punto.

AY

y= =37+

N
v

Solucion:

VX

La funcion es derivable en x = 3. La tangente en dicho
punto es la rectay = |
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KL Aplicando la definicion de derivada, calcula la funcion

derivada de las siguientes funciones:

2

3) f(x) = ¢ b) () =~

Solucién:
o0 = i (x+h)3—x3_

) f' ()= h0 h -
X +3xh+3xh> + h* —

lim =
h—0 h

3x% + 3xh + h?
lim —(X X )%

h—0 %

= hlimo (3x* + 3xh + h?) = 3x%

2 2
b)f,(x)=h”mo x+h—|h x=1 _
W-7 -4 -2h+]
. (x+h-D)(x—1) _
_h|—>0 h -
-2/ 2

L xth—Dx—DA  (x=1)

Il Aplicando la definicién de derivada, halla la funcién

derivada de: 3
flx) = ~—2

Calcula:
a) El valor de la derivada en el punto de abscisa x = 3
b) El valor de la abscisa en el que la derivada es —1/3

Solucion:
3 3

)= lim x+h—2h_ x—2 _
B —f-34-3n+g
(x+h—2)(x-2)

lim =
h—0 h

34 3

o G+ h-Dx—2f | (x-2)

) f'(3)=-3
3 ——L == =]
b)_(x—2)2_ 3:>x I, x=5

Calcula la funciéon derivada aplicando las reglas de derivacion:

Kl a) y = (¢ + 47
Solucién:
a)y' = 6x(x* + 4)*
b) y' = 6x*(x* + 4) sen x + (X’ + 4) cos x

b) y = (* + 4)* sen x

5 X2+ 2x =1
ma)y=ﬁ+7 b))‘ﬁ
Solucion:

PR - 7 —2x2 - 2x - 4
a =] — - -
y 2\/; x2 y (X2_2)2

5. La derivada [115]



oy =1

2x + |

Edla)y=

sen x cos x
Solucion: Solucion:
)y e*sen x —e* cos x _ e(sen x — cos x) a)y,_Zcosx+(2x+I)senx
a)y' = = = 5
sen® x sen® x cos® x
X b) y’ = sen x + x cos x
b)y' = ———

x =1

b) y = x sen x

EEJ Calcula las tres primeras derivadas de las siguientes

funciones y simplifica los resultados.
Elll2) y = b)y =vIn(3x = 3)

3
X

ﬁ‘

A)y=xX—-6+12x-7  b)y=—x+3—-4x+4

Solucion:

4 2x — |
| 3 Qy=—; dy= 5
a)y' =—— y' = x =1 X
3xVx 2(3x = 5)/In (3x - 5)
Solucioén:
e“+e” r— 2,2 '’ = 2
. = asenx = a) y' =3x"— 12x + 12 b)y' =-3x"+6x—4
Eda)y=e b) y > o .
y' =6x—12 y'=—6x+6
Solucién: I yH/ = 6 ym = 6
a) y' = cos x e*"* y = > N 8x 2o
C)y __(XZ_I)Z d)y - X3
. - Vx+2 — X 24X2+8 ” 4x -6
ma)y € b)y—elnx "= PRTY y" = ”
x*=1) X
Solucioén: . —96x° — 96x Y= —12x + 24
I | - 2 1y4 5
a)y = e 2 b) y’ =e*<|nx+—) =10 X
2V x+2 =

L0 Calcula las tres primeras derivadas de las siguientes

ELY 2) y = e” cos x b) y = 2x + 3¢ *?

funciones y simplifica los resultados.

L0 Calcula los méximos y los minimos relativos y deter-

Solucién: a)y=x"+2 b)y=x*-x
2 2
r = -1
a)y’ = e”(2cos x — sen x) Qy= 2X+3 d)y= X2+I
by’ =2-3e**? X X
Solucién:
Eifla) y = Intgx b)y=In5x+e a) y' = 4 + 4x b) y' = 4x* — 3x
Solucién: y' =12 + 4 y" = 12x* — 6x
SeC2 X | y”’ = 24x yw =24x—6
a)y' = = = sec X Cosec X
tg x sen x cos X ) 6x , 4x
! VY= ae dy =
)y =—+ eV (* +3) 02+ 1)
X 2vx ,_ —l8x+18 ,_ =123 +4
(X2 + 3)3 (x2 + I)3
m a) y=1tg m b) y = sen 2x o 72X3 —216x Y 48X3 _ 48x
Solucioén: (¢ +3)* (*+1)*
3 5 I
a)y =————sec*¥3x+2 b)y = cos V2x
)y )y T

2V3x+2 . . L
mina la monotonia de la funcion:

Ell 2) y = cos’ x b) y = tg? x + 25"~ y=x =2 +x

Solucion:
y' =3x—4x + |
y =0=x= I,x=?

Solucién:
a) y' =—2cos x sen x

b) y’ = 2 tg x sec’ x + cos x 2°"* In 2
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x=1=y=0=A(,0)

N IR
3TV T T v
y'=6x—4
y'(1) =2 >0 (+) = A(l, 0) Minimo relativo.
o) 2 U ey :
y<3)——2<0(—)=>B<3,27)Maxnmorelatlvo.
L U ol T S
T T T T T T |II T T T T T
X 0 |

1/3

Creciente (/): (—00, %) U (I, + )
Decreciente (\): (%, |>

L2 Calcula los maximos y los minimos relativos y deter-
mina la monotonia de la funcién:

_ 4
YT s
Solucion:
,_  —8+8
Y e+ 5y
y =0=x=1
x=1l=y=1=A(,1)
. 8(3x*—6x—1)
(x> —2x + 5)°
I
y'(l) = Y <0 (-) = A(l, 1) Maximo relativo.
f’(IX) 1 1 1 + 1 1 1 I 1 _ 1 1 1 1
T T T T T T T I T T T T T
X 0 |

Creciente (/): (= oo, |)
Decreciente (\): (I, + o)

L[&] Calcula los maximos y los minimos relativos y deter-
mina la monotonia de la funcién:

_ X —4x+4
Y= x—1
Solucion:
. X =2
Y -y

y =0=>x=0,x=2
x=0=>y=-4=A(0,-4)
x=2=y=0=B(2,0)

2

=1y

y"(0) =—2 <0 (-) = A(0, — 4) Maximo relativo.
y'(2) =2 >0 (+) = B(2, 0) Minimo relativo.

4

y
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feg o+ = +
1T+
X o 1 2

Creciente (/): (=0, 0) U (2, + =)
Decreciente (\): (0, ) U (I, 2)

LX) Calcula los maximos y los minimos relativos y deter-
mina la monotonia de la funcién:

5
Y= xE+ |

Solucion:
L 10x

(2 + 1)?
y =0=x=0
x=0=y=5=A(0,)5)
Y, 30210

(2 + 1)’

y"(0) =—-10 <0 (-) = A(0, 5) Maximo relativo.
ffepo o+ -

X 0
Creciente (/): (- oo, 0)

Decreciente (\): (0, + )

E] Aplicando el calculo de derivadas, estudia la monotonia

de la recta:
X
y=-—5+3
Haz la representacion grifica de la recta e interpreta el
resultado.
Solucién:
, |
y'==5<0

La derivada es menor que cero para todo valor de x; luego
la funcion es siempre decreciente.

La grifica de la funcién es una recta de pendiente —1/2,
que es su derivada.

A A%

5. La derivada (117



L Aplicando el calculo de derivadas, calcula los maximos

y minimos relativos y determina la monotonia de la
2

parabola y = X _x- 3

2

Haz la representacion grafica de la parabola e interpreta

el resultado.
Solucién:
y =x—1
y =0=>x=1

7 7

X = |:>y=—?:>A(I,—?)

yII = I
y'iHh=1>0(+) = A(I,—%) Minimo relativo.
') - +

X 0 |
Creciente (/): (I, + ) AY
Decreciente (\): (= o, 1)

El vértice de la parabola coinci-

de con el minimo calculado. )é
Antes del vértice, la pardbola

es decreciente, y después, cre- " 7
ciente. 2

L4 Calcula los puntos de inflexién y determina la curvatura
de la funcién:
a)y=x-3¢+2 b) y = x* — 6x> + 5x

Solucion:

a) y' = 3x*— 6x

y'=6x—6

y'=0=>x=1=y=0=A(,0)

y" =6

y"(1) = 6 # 0 = Punto de inflexion: A(l, 0)
fle@0 =
x o |

Convexa (V): (I, + «); céncava (N): (— oo, I)
b)y' =4x’ - 12x + 5

y = 12x* =12
y'=0=>x=-1,x=1
x=—l=y=-10=A(-1,-10)
x=1=y=0=B(l,0)
y" = 24x
y"(=1) = -24 # 0 = Punto de inflexién: A(-1,—10)
y"(1) = 24 # 0 = Punto de inflexion: B(l, 0)
fled o+
T T T T T I T I T T T T T
X -1 0 1

Convexa (U): (= oo, = 1) U (I, + o)
Concava (N): (-1, 1)

L[] Calcula los puntos de inflexién y determina la curvatura
de la funcién:

2x 2x

x4+ | X

2)

Solucion:

=2 +2

- (x2+|)2

_4C —12x

y”=0:>x=—\/§,x=0,x=\/§

x=—\/?=>y=—£:A<—\/—,—£>
2 2

x=0=y=0=0(0,0)

x=\/§=y=£:3<\/§,£>

!

a)y

"

2 2
o =2+ 723 - 12
(X2+ |)4
3
y(-V3)=2#0=

2
y"(0) = =12 # 0 = Punto de inflexion: O (0, 0)

7)

= Punto de inflexion: A<— \/3, -

3 3
y”’(ﬁ) =87 0 = Punto de inflexion: B(\/E, g)

o) - .- .

l
T I
* V3 o0
Convexa (V): (— V3, 0) U (x/?, +oo>
Coéncava (N): (—oo, —\/E) U

b) ' = -2* -2
(e =1)?
. AC —12x
- 02+ 1)}
y'=0=x=0=y=0= 0(0, 0)
o =2+ T2 —12
- o2+ 1)*

y"(0) = —12 # 0 = Punto de inflexién: O(0, 0)

f"(x) — + - +
: : : : T I I I T T T T T
X -1 0 1

Convexa (U): (=1, 0) U (I, + )
Concava (N): (-, —1) U (0, I)
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Elabora problemas

LLE] Aplicando la definicion de derivada, calcula la ecuacion
de la recta tangente a la curva:

0=

x+3
en el punto de abscisa x = -2

Solucion:
| |
e . —2+h+3 -—2+3 _
R e
| f—A—h

—_I P
cmhtl e I+h o —f
h—0 h h—0 h h—o (I +h)ﬁ
A
—h||_>m0 | +h ==
Six=-2=f(2)=1=P21)
m=f'(=2)=—I
y=—(cr+ |
y=—-x—1

Li[Y Halla los puntos en los que la funcién derivada de las
siguientes funciones es igual a cero:

a)y =2+ 3x*— 12x b)y=x-3x*+3x+2

Solucion:

a) y = 6x*+ 6x— 12
6x*+6x—12=0
X*+x-2=0=>x=1,x==-2
x=l=>y=-7=P(,-7)
x=-2=y=20= P(-2,20)

b)y' =3x*—6x+3
3IX¥—6x+3=0
-2+ 1=0=x=1
x=1=y=3=P(l,3)

i} Halla las ecuaciones de las rectas tangente y normal a la
curvay = x> —4x + 5 en el punto de abscisa x = 3
Solucién:
x=3=>y=2=P3,2)
y =2x—4
* Recta tangente:
m=y'(3)=2
y=2(x-3)+2
y=2x—4
* Recta normal:
y= —% (x-3)+2
I 7

=—— x4+ —
Y=o X7y
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[iH Halla las ecuaciones de las rectas tangente y normal a
la curva y = x> — 5x + 4 en el punto de abscisa x = —2

Solucién:

Xx=-2=y=6>=P(-26)

y' =3x*-5

* Recta tangente:
m=y'(-2)=7
y=7x+2)+6
y=7x+20

¢ Recta normal:
|
y=-— (x+2)+6
| 40

= x+—
y=-o7 X7y

k] Halla las ecuaciones de las rectas tangente y normal a
la curva:

_
Y X

en el punto de abscisa x = |
Solucién:
x=l=y=1=P(,1)

L

- 2

. Rectaxtangente:
m=y'(l)=-1
y=—Ilx-1)+1
y=—x+2

e Recta normal:
y=x-1)+1
y=x

L] Calcula la ecuacién de la recta tangente a la curva
y = x" + | cuya pendiente sea 4

Solucion:

yl=4X3

443 =4=C=1=x=|
x=1=y=2=P(,2)

m=4
y=4x—-1)+2
y=4x-2

iE] Calcula la ecuacién de la recta tangente a la curva
y = x> = 9x + | cuya pendiente sea 3. ;Cuantas solu-

ciones hay?
Solucioén:
y' =3x*-9

33-9=3=232=12=xX=4=>x=2,x=-2

5. La derivada



Q) x=2=y=-9= P2 -9)

m=3
y=3(x-2)-9
y=3x-15
b)x=-2=y=1l =P21I)
m=3
y=3(x+2)+ 1l
y=3x+17

Hay dos soluciones.

L[] Escribe las ecuaciones de las rectas tangentes a la curva
y = —x* + 26x que sean paralelas a la recta y = —x

Solucion:

La recta tiene de pendiente:

y ==, m=-1
—3x*+26

3 +26=—-1=>x¥=9=x=3,x=-3
a) x=3=y=5]l =P(3,5I)

m=—1

y=—1(x—3)+5I

y=—x+54
b)x=-3=y=-51 = P(-3,-5I)

m=-—1

y=—1I(x+3)-5I

y=—-x—54

L4 Halla las ecuaciones de las rectas tangentes a la curva
y = x* — x* que tengan una pendiente de 45°

Solucion:
m =tg 45° =
y' =3x*—2x

|
3 —-2x=1=3*-2x-1=0=x= I,x=—?
a) x=1=>y=0=P(l,0)

m= |
y=x—I
| 4 | 4

b>x-‘?:‘y-‘7j”’(‘?‘z—7)
m= |

U B

Y=XT3 7

LD

Y

il Calcula las ecuaciones de las rectas tangentes a la curva
y = x* — 4 en los puntos de corte con el eje X

Solucion:
X¥-4=0=>x=2,x=-2
= 2x

a) P(2,0)

m=y'(2)=4
y =4(x-2)
y=4x-8

b) P(-2, 0)
m=y'(-2)=-4
y =-4(x+2)
y=—-4x-8

LiE] Calcula los maximos y los minimos relativos y deter-
mina la monotonia de la funcién: y = sen x
Solucién:
Como es una funcién periddica de periodo 2T, solo se es-
tudia en el primer periodo positivo [0, 27]

y' = cos x

“ 2
1: 1= A 1 >
X= =Y 2’
3n T
X = T=>y——|$B<T )

I —

y' = —sen x

y(3)=-1<00=

A
PEISTRINE S

b
Ex ) Méximo relativo.

) Minimo relativo.

f'e) p n Lt
I | ' I I
X 0 /2 b 3n/2 2r
3
Creciente (/): (0 1) U _n’ 21
2 2
T 37
Decreciente (\): ( ) >

LE4] Calcula los maximos y los minimos relativos y deter-
mina la monotonia de la funciéon: y = cos x
Solucion:

Como es una funcién periédica de periodo 2, solo se es-
tudia en el primer periodo positivo [0, 27]

y' =—senx

senx=0=>x=0,x=m

x=0=>y=1=A(@]I)

x=n=>y=-1=B(m-I)

y' =—cos x

y'(0) =—1<0 (-) = A(0, I) Maximo relativo.

y'(m) = 1 >0 (+) = B(m, — |) Minimo relativo.

f/0 ,
I

X 0 /2 T 3n/2 2

Creciente (): (w, 2m)

Decreciente (\): (0, )
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LE3] Calcula los maximos y los minimos relativos y deter-
mina la monotonia de la funcién:

y=x—senx

Solucién:

y' =1 —cos x

| —cosx=0=x=2km, ke Z
x=0=y=0=A(,0)

y" = sen x

y'(0) =0

V[~

y" = cos x

y"©0)=1=0

A(0, 0) es un punto de inflexién y lo mismo sucede con
todos los x = 2km, k € Z

Como y’ = | — cos x, se tiene que y' nunca puede ser

negativa; por tanto, es siempre creciente.
Creciente (/): R = (= oo, + )
Decreciente (\): &

7] Calcula los maximos y los minimos relativos y deter-
mina la monotonia de la funcién:

y=x+cosx

Solucion:

y' =1 —senx

I—senx=0:>x=%+2kn,keZ
b4 T T

X—?iy—|=>A<?,?>

y" =— cos x

IIE =

r(3)=0

y" = sen x

ml =

y <2> | #0

A<%, %) es un punto de inflexion, y lo mismo sucede con
todos los x = % +2km, ke Z

Como y’ = | — sen x, se tiene que y' nunca puede ser
negativa; por tanto, es siempre creciente.

Creciente (/): = R = (= oo, + o0)
Decreciente (\): = &

E&] Aplicando el calculo de derivadas, estudia la monotonia

de la recta:
X
y=57-2
Haz la representacion gréfica de la recta e interpreta
el resultado.
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Solucién:
y' = 1/13 > 0= La funcién es siempre creciente.

La grafica de la funcién es una recta de pendiente m = 1/3,
que es la derivada.
AY

V<

[EZ] Aplicando el calculo de derivadas, calcula los maximos y
minimos relativos y determina la monotonia de la para-
bola y = —3x* + 6x + 2. Haz la representacién grafica de
la parabola e interpreta el resultado.

Solucion:
y ' =—-6x+6
y =0=>x=1

x=1=y=5=A(l,5)
y'=—-6<0 (-) = A(l, 5) Maximo relativo.

K

X 0 |

Creciente (/): (— oo, |)
Decreciente (\): (I, + o)

o A(l,5)

A A3

Tiene un méaximo relativo, antes del eje es creciente, y
después, decreciente.

4] Calcula los puntos de inflexién y determina la curvatura
de la funcién: y = sen x

Solucion:

Como es una funcién periddica de periodo 2T, solo se es-
tudia en el primer periodo positivo [0, 2]

y' = cos x

y" = —sen x

—senx=0=x=0,x=7

x=0=y=0=A(0,0)

x=n=y=0= B(w 0)

y" = —cos x

y"(0) =—1# 0 = A(0, 0) Punto de inflexién.

y"(n) = | #0 = B(m, 0) Punto de inflexion.

5. La derivada [121]



()
|

X 0 /2 T 3n/2 2

Convexa (V): (m, 2m)
Céncava (N): (0, m)

k4 Calcula los puntos de inflexion y determina la curvatura
de la funcién: y = cos x

Solucion:

Como es una funcién periddica de periodo 2, solo se es-
tudia en el primer periodo positivo [0, 27]

[—

y' =—senx
y" = —cos x
c0ox= " =3
cos X X 2’ X 2
b T
x—?:>y—0:>A EX 0>
3n 3n
x—T=>y—0=>B<T,O>
y" =sen x
wf T T 5 oz
y <?> =120= A<?, O) Punto de inflexion.
3 3
yl//(%) =—|z20=> B(Tn, 0) Punto de inflexién.
"(x) L= | "I' |
1 1 ' I I
X 0 /2 T 3n/2 2n

Convexa (V): %, —

2
. b4 3n
Céncava (N): <0, ?> U(— 21

Calcula los puntos de inflexién y determina la curvatura
de la funcién: y = x + sen x

Solucién:
y' =1+ cos x
y" =—sen x

—-senx=0=x=km, ke Z

x=0=y=0=A(,0)

y" = —cos x

y"(0)=—-1=0

A(0, 0) es un punto de inflexién y lo mismo sucede con
todos los x = kmt, k € Z

() L -
——

X 0 /2 T 3n/2 2

Convexa (V): (m, 2m)
Concava (N): (0, m)

La convexidad es periddica de periodo 21

(122]

E4] Calcula los puntos de inflexién y determina la curvatura
de la funcién:

y = X — Cos x
Solucién:
y' =1 +senx
y" = cos x
cosx=0:x=%+2kn,ke VA
T m T T
=g =r=y=453)

—sen X

/[ a—

y

wl = _
y<2> 1 #0

A(rt/2, /2) es un punto de inflexién, y lo mismo sucede

con todos los x = /2 + ki, k€ Z

) s
|

] n
I T
X 0 /2 b 3n/2 2

3
Convexa (V): <0, %) U (Tn 215)

3
Céncava (N): (%, TTE)

La convexidad es periddica de periodo 21

Elabora problemas
de mas nivel

[E£] Calcula la ecuacién de la recta tangente y de la recta
normal a la curva y = x* + 6x + 4 en el punto de abscisa
x = =2. Haz la representacion grifica.

Solucioén:
x=-2=y=-4=P(-2,-4)
y =2x+6

m=y'(-2)=2

Recta tangente:
y=2(x+2)-4=y=2

Recta normal:

I I
y= ?(x+2)—4:>y— 7x—5

TY

X
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LElt) La ecuacién de la recta tangente a una curva y = f(x) en
el punto de abscisa x = 3 es: y —4x + || = 0. Calcula
cuanto valen f(3) y f'(3)

Solucién:

La recta tangente es:

y=4x—11
fG)=4-3-11=1
r3)=4

[Ej] Halla los puntos en los que las rectas tangentes a las
curvas y = x> + 3x — 2 e y = 2x* + x — 3 son paralelas.
Solucién:
y ' =2x+3
y' =4x+ |
2x+3=4x+ | =>x= 1|
x=1=y=2= A(l, 2) en la primera parabola.

x=1=y=0= A(l, 0) en la segunda parabola.

[EZ] Demuestra que la funcién y = In x es estrictamente
creciente en todo su dominio.

Solucion:

Dom(f) = (0, + =)
y' > 0 en todos los puntos del dominio; por tanto, es
creciente siempre.
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LEE] Determina los maximos, los minimos relativos y la
monotonia de la funcién

y=x*—8Inx
Solucion:

y’=2x—E
X

8
2Xx——=0=>x=2,x=-2
X
X = —2 no se estudia, por no estar en el dominio.

Xx=2=y=4-8In2=A(2,4-81n2)
8

//:2+_

y 2

y'(2) =4 >0 (+) = A(2, 4 — 8 In 2) Minimo relativo.
Monotonia:

fleg - +
x 0 2
Creciente (): (2, + o)

Decreciente (\): (0, 2)

LEL] Calcula la amplitud del éangulo con el que la recta tan-
gente a la gréfica de la funcién y = sen x corta al eje X
en el punto de abscisa x = 0

Solucion:

y' = cos x

m=tgo =cos 0°= |
o = 45°

5. La derivada [123]



